Fibonacci-Folge und Goldener Schnitt

Zeige: Der Quotient aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen q(n) = f (n + 1)/f (n) strebt fir n — o«
gegen die Zahl ¢ = (1 + \5)/2, dem Teilungsverhaltnis des Goldenen Schnitts.

Beweis: Die Fibonacci-Folge ist definiert durch die Rekursionsgleichung
(@) fn+1) = f(n) + f(n-1).
Daraus folgt
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Damit lasst sich der Abstand des n-ten Quotienten g(n) vom Grenzwert ¢ schreiben als
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Der Term auf der rechten Seite wird umgeformt:
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Der Nenner g(n — 1) des Bruchs auf der rechten Seite ist flr alle n gréRer oder gleich 1. Das heift,
die rechte Seite ist fur alle n kleiner oder gleich
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Daher gilt die Ungleichung
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Das heil3t, der Abstand des n-ten Quotienten vom Grenzwert ¢ ist mindestens um den Faktor 1/¢
kleiner oder gleich dem Abstand des vorherigen Quotienten. Es ist also
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Fuhrt man diesen Regress bis zum Abstand
la@) - ¢|
des ersten Quotienten aus, erhalt man
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Da |q(l) — 4| eine Konstante istund 1/¢ < 1, geht die rechte Seite, und damit der Abstand des
Quotienten g(n) von ¢, fir n —co gegen Null.
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Die Folge der Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen strebt also fur n —oo gegen die
Zahl ¢ des Goldenen Schnitts,
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Qed.



