Julia-Mengen und Mandelbrot-Menge

1. Komplexe Zahlen

Es gibt quadratische Gleichungen, die in der Menge R der reellen Zahlen nicht 16sbar sind, zum
Beispiel die Gleichung

() x+1=0 & x*=-1.

Denn es gibt keine Zahl x € R, die, mit sich selbst multipliziert, —1 ergibt. Eine Zahl mit dieser
Eigenschaft muss daher aus einer anderen ,,Welt* als R sein. Man nennt sie i und definiert

(2) i=-1.

Dann kann man die Losung von Gl. (1) schreiben

3) =-1o x=+-1lvx=—+-1 & x=i Vv x=—i.

Ein weiteres Beispiel fiir eine quadratische Gleichung, die in R keine Losungen hat, ist

4) ¥ =2x+5=0.

Die Losungsformel (pg-Formel) ergibt, wenn man i > = —1 beachtet,
= x=1++1-5 v x=1-+1-5

= x=1+~-4 v x=1-+-4
PN x=1+44=1 v x =1-J4/-1

= x=14+2i v x=1-2i

Zahlen der Form z = x + iy mit x, ye R heillen komplexe Zahlen, x heilit Realteil, y Imagindrteil
von z. Die Zahl i wird imagindire Einheit genannt.

Mathematisch korrekt definiert man komplexe Zahlen beispielsweise als geordnete Zahlenpaare
(a1, ay) Uiber R, fiir die eine Gleichheit, eine (komponentenweise) Addition und eine Multiplikation
erklart ist. Die Multiplikation definiert man gemaf3

(5)  (ai, a2) (b1, by) =((a1 by — ax by), (a1 br + ax by)) .
Mit diesen Verkniipfungen bilden die Zahlenpaare (a;, a») einen Korper, wobei sich die Paare (a, 0)

eineindeutig auf die Zahlen ae R abbilden lassen. Mit der Schreibweise (a, 0) =aund (0, 1) =i
erhilt man die komplexen Zahlen in der Form a + bi.

Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C abgekiirzt. Erstaunlich ist, dass man (1) keine
weiteren Zahlen ,,erfinden‘ muss, um auch algebraische Gleichungen hoheren Grades l6sen zu
konnen, (2) mit komplexen Zahlen genau so rechnet wie mit reellen Zahlen — vorausgesetzt, man
beachtet i 2= — 1. Bei der Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen werden Real- und
Imaginirteil getrennt verarbeitet. Das heif3t, man rechnet, wenn z = x +iyund w = u + iv gegeben
sind,

(6) zZxw=((x+iy)T(u+iv) = (xtu) +i(yxv).
Bei der Multiplikation ist das Distributivgesetz zu beachten und auBerdem i > = — 1 zu setzen:
@) zow=(x+iy)u+iv) = xu+ixv+iyu+i>yv = (xu— yv) + i(xv+ yu).

Die Moglichkeit, algebraische Gleichungen beliebigen Grades 16sen zu konnen, erkauft man sich
damit, dass komplexe Zahlen nicht angeordnet werden konnen. Das heif3t, zwischen zwei



komplexen Zahlen z und w existiert keine grofer- und kleiner-Relation z > w bzw. z < w.
Dagegen kann man nach einem Vorschlag von C. Wessel (1745 — 1818) und C. F. Gaufs (1777 —
1855) komplexe Zahlen in einem (2-dimensionalen) Koordinatensystem darstellen. Dazu trigt man
den Realteil auf der x-Achse, den Imaginérteil auf der y-Achse ab. Jeder komplexen Zahl entspricht
so genau ein Punkt der x-y-Ebene und umgekehrt jedem Punkt genau eine komplexe Zahl. Die
Koordinatenebene erhilt in diesem Fall den Namen Gauf3’sche Zahlenebene (Abb. 1).
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Abb. 1 GauB'’ sche Zahlenebene mit Darstellung der komplexen Zahl z = 8 + 6i.
Der Realteil wird in x-Richtung, der Imaginarteil in y-Richtung aufgetragen. Die
Zahl z = 8 + 6i lasst sich durch den Punkt (8, 6) oder durch den Pfeil vom
Nullpunkt zu diesem Punkt darstellen. Die Lange r dieses Pfeils ist der Betrag

der zahl, r = | 8 + 6i | = V(82 + 62 = V100 = 10. Der Winkel ¢, den der Pfeil mit
der positiven x-Achse bildet, heiBt das Argument der Zahl. Hier ist ¢ = arctan
(6/8) = 0,64350 = 36,87°.

Oft ist es sinnvoll, komplexe Zahlen als zweidimensionale Vektoren darzustellen. Der Vektor, den
man der Zahl z zuordnet, wird durch einen Pfeil représentiert, der vom Nullpunkt des
Koordinatensystems ausgeht und beim Zahlpunkt fiir z endet (Abb. 1). Die Darstellung komplexer
Zahlen in der Zahlenebene legt es nahe, als Betrag | 7| einer Zahl z den Abstand des Zahlpunktes
vom Nullpunkt beziehungsweise die Linge des Zahlpfeils zu definieren. Aus dieser Definition folgt

®) |z|=Ax"+y".

Gibt man zusétzlich zum Betrag | z| den Winkel ¢ an, den der Vektorpfeil mit der positiven x-
Achse bildet, gelangt man zur sogenannten Polarform einer komplexen Zahl. Den Winkel ¢ nennt
man auch das Argument von z, und fiir den Betrag | z | wird in diesen Zusammenhang in der Regel
das Symbol r benutzt. Die Zahlen r und ¢ heiflen Polarkoordinaten von z, x und y bezeichnet man
dagegen als kartesische Koordinaten. Nach Abb. 1 gilt

) X =rcos¢, y = rsing.

Daraus folgt als Darstellung in Polarform
(10)  z =r(cosp+ising) .

Zur Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten benutzt man



(1) r=qx*+y°

und

12) ¢= arctanl,
X

falls x#0.Ist x=0, gilt ¢ = z/2 fiiry>0und ¢ = —7x/2 fiir y < 0. Fiir x = y = 0 ist ¢ nicht
definiert.

2. Iteration und Bahn

Quadriert man die komplexe Zahl zo = 0,8 + 0,44, so erhdlt man

0,8 + 0,4i)> = (0,8 + 0,4i) (0,8 + 0,4i)
0,64 +2:0,8:0,4i + 0,164
0,64 + 0,64i — 0,16

= 0,48 + 0,64i.

Diese Zahl werde z; genannt. Das Quadrat von z; = 0,48 + 0,64i ist —0,1792 + 0,6144i und soll z»
genannt werden. Auch z; werde quadriert, das Ergebnis — 0,3453 — 0,2202i werde z3 genannt, usw.
Setzt man diese Rechnung fort, erhilt man eine Folge von Punkten z, in der komplexen

Zahlenebene, die man die Vorwdrtsbahn B* (engl. forward orbit) des Punktes zo unter der
Abbildung R(z) = 7 nennt .

Das fortlaufende Quadrieren beschreibt man entweder durch die Rekursionsformel
13)  z,,=g2,

oder durch Iteration der Abbildung R(z) = Z*. Startet man mit Z0, dann ist z; = R(zp), 22 = R(z1) =
R(R(z0)), usw. Die n-malige Iteration von R schreibt man R", so dass gilt

(14)  z,=R"(z,).

Beachte, dass mit R(z) die Funktionsgleichung der Abbildung bezeichnet wird, mit R (fett gedruckt)
dagegen die Menge der reellen Zahlen. AuBerdem sollte R", die n-malige Hintereinanderausfiihrung
von R, nicht mit der n-ten Potenz von R verwechselt werden.

Sei z = R(z) eine Abbildung C — C und zo€ C, so heiBt die Folge
Z» R(z)s R(R(2))s -

die Vorwdrtsbahn (engl. forward orbit) des Punktes z, unter der Abbildung R(z). Die Elemente der
Folge werden bisweilen zur Menge

B*(z,) ={z, R(z,), R(R(z,)), ... }

zusammengefasst. Auch hierfiir hat sich die Bezeichnung Vorwdrtsbahn eingebiirgert.

Die nachfolgende Tabelle (Tabelle 1) zeigt die ersten Elemente der Vorwirtsbahnen unter R(z) = z
fiir drei verschiedene Anfangspunkte zo. Die Bahnen unterscheiden sich in ihrem Verhalten fiir

n — oo. Geht man aus von zg = 0,8 + 0,47 , strebt | Zn | gegen 0, der Anfangspunkt zo = 0,8 + 0,6
fiihrt zu | Zn | = 1 fiir alle n, wiahrend zo = 0,8 + 0,9i eine Bahn ergibt, fiir die | Zn | iiber alle Grenzen
wéchst.




Tabelle | Vorwirtsbahnen der Abbildung R(z) = z* fiir verschiedene Anfangspunkte zo

n Zn n Zn n Zn

0[+0,8 +0,4i 0[+0,8 + 0,61 0[+0,8 +0,9i
1]+0,48 +0,64i 1]+0,28 +0,96i 1[-0,17 + 1,44i
21-0,1792 +0,6144i 21-0,8432 +0,5376i 2 |- 2,044 —0,489i
3|-0,3453 —0,2202i 3]+0,4219 —0,9066i 3[+3,941 +2,002i

4 |+0,0708 +0,1521i 41-0,6439 —0,7651i 41+11,52 +15,78i
51-0,0181 +0,0215i 51-0,1708 +0,9853i 51-116,3 +363,7i
6|-0,13-10° —0,78-107% 6 |—0,9416 -0,3367i 6|-0,188-10° —0,845-10°
71-0,59-10° +0,21-10% 7 |+0,7733 +0,6340i 7+ 0,69510°  +0,201-10"

Die Anfangspunkte z,, deren Bahnen nach Unendlich ,.fliichten®, fasst man zur Menge E der
,,Ausbrecher* (engl. escapees) zusammen. Fiir alle anderen Anfangspunkte bleibt die Bahn R"(z)
beschrinkt. Sie bilden die Menge P der ,,Gefangenen* (engl. prisoners). Im vorliegenden Fall ist E
das AuBere des Einheitskreises und P das Innere dieses Kreises einschlieBlich des Randes. Diese
Definition ldsst sich auf andere Abbildungen z = R(z) verallgemeinern:

Sei z = R(z) eine Abbildung C — C und deren Iteration z, = R"(zo) die Bahn eines
Anfangspunktes zoe C, so heilt

E:{zo‘ |zn|—>oofb'irn—>oo}

die Menge der ,,Ausbrecher* (escapees). Alle anderen Punkte der komplexen Ebene gehoren
zur Menge

P = C\E

der ,,Gefangenen* (prisoners).

Die Zweiteilung (engl. dichotomy) der komplexen Ebene fiihrt dazu, dass es eine ,,Grenze*
zwischen den Gebieten E und P gibt. Im Fall der Abbildung R(z) = z* ist dies eine
zusammenhéngende Linie, ndmlich der Einheitskreis |zl=1. Alle Anfangspunkte mit lzl=1
haben Bahnen, die weder gegen Null streben noch iiber alle Grenzen wachsen, sondern fiir immer
auf dem Einheitskreis bleiben. Die Menge derartiger Grenzpunkte bezeichnet man nach dem
franzosischen Mathematiker G. Julia (1893 — 1978) als Julia-Menge.

Nur Anfangspunkte 7o, die genau auf dieser Grenze liegen, haben Vorwértsbahnen, die zur
Grenzpunkt- oder Julia-Menge gehoren. Alle anderen Anfangspunkte, auch solche mit nur
minimaler Entfernung vom Einheitskeis, werden durch die Abbildung R(z) = 7 in Bahnen gelenkt,
die sich dem Nullpunkt oder dem unendlich fernen Punkt ndhern. In dieser Hinsicht ist die Julia-
Menge eine abstoffende Menge. Abbildung 2 zeigt die Vorwirtsbahnen dreier Anfangspunkte, von
denen der erste nur wenig innerhalb des Einheitskreises, der zweite genau auf dem Einheitskreis
und der dritte knapp auBBerhalb des Einheitskreises liegt. Diese Bahnen wurden mit dem Programm
ForwOrb.java ? berechnet.
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(c) zo, = 0,800 + 0,602 i

Abb. 2 Vorwartsbahnen der Abbildung R(z) = z2 in der komplexen Zahlenebene fir
drei verschiedene Anfangspunkte z,.

(a) z, = 0,800+0,598i, wenig innerhalb des Einheitskreises (|zol = 0,998801),
(b) Z 0,800+0,600i, das heift |zo| = 1,000000, genau auf dem Einheitskreis,
(c) Z 0,800+0,602i, knapp auBerhalb des Einheitskreises (|zol= 1,001201).
Vorwartsbahn (a) nahert sich dem Nullpunkt, Bahn (b) bleibt auf dem
Einheitskreis, und Bahn (c¢) verschwindet im unendlich Fernen.

Das Programm ForwOrb.java * berechnet auch die Vorwirtsbahnen fiir die weiter unten betrachtete
Iteration der Abbildung R.(z) = Z* + c. Dabei ist ¢ eine (konstante) komplexe Zahl, also ce C. Die
Julia-Mengen fiir Abbildungen dieser Art sind keine ,,einfachen* Gebilde wie der Einheitskreis im
Fall ¢ = 0.



3. Fixpunkt, Attraktor

Wihlt man bei der Abbildung R(z) = 2> den Anfangspunkt zo = 1, so ergibt die Iteration z; = 1, 2o =
1, usw. Das heiBt, die Vorwiirtsbahn B* enthilt nur den Anfangspunkt zo. Ein derartiger Punkt heiBt
Fixpunkt der Iteration. Weitere Fixpunkte von R(z) = 72 sind zo = 0 und zg = .

Ein Punkt z, der unter R(z) in sich selbst abgebildet wird, d. h., fiir den gilt
R(zo)=z20 oder B'(z,)={z},

heiBt Fixpunkt der Abbildung R.

Es wurde schon erwihnt, dass die Punkte z, die bei der Abbildung R(z) = Z zur Menge P der
Gefangenen gehoren, Vorwirtsbahnen besitzen, die sich an der Stelle z = 0 hédufen. Die Stelle z =0
ist andererseits ein Fixpunkt der Iteration. Fixpunkte konnen daher Hiufungswerte von
Vorwirtsbahnen sein. In diesem Fall nennt man sie Attraktoren (1at. attrahere, anziehen). Die
Iteration der Abbildung R(z) = 7 hat als weiteren Attraktor den Punkt z = . Denn in diesem Punkt
hdufen sich die Vorwirtsbahnen der Punkte zo, die zur Menge E der Ausbrecher gehoren. Die
Menge der Anfangspunkte zo, deren Bahnen fiir eine gegebene Iteration zu ein- und demselben
Attraktor fiihren, nennt man das Einzugsgebiet oder Bassin des Attraktors. Fiir R(z) = Z°
beispielsweise ist die Menge P (d. h. das Innere des Einheitskreises) das Einzugsgebiet des
Attraktors z = 0, wihrend die Menge E (d. h. das Gebiet aulerhalb des Einheitskreises) das
Einzugsgebiet des Attraktors z = oo ist (Abb. 3).
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Abb. 3 Fir jeden Rasterpunkt z, der komplexen Zahlenebene wurde die
VorwArtsbahn bei Iteration mit R(z) = z? berechnet. Sie miindet entweder in den
Punkt z0 = 0+0i (rot) oder nahert sich dem unendlich fernen Punkt. Die Bahnen
aller Anfangspunkte z,, die gegen z0 = 0+0i streben (weiRe Punkte), bilden das
Einzugsgebiet oder Bassin des Attraktors z0 = 0+0i. Es ist das Innere des
Einheitskreises. Die Bahnen aller anderen Anfangspunkte (schwarze Punkte)
streben gegen den unendlich fernen Punkt, das heiBft, gegen den Attraktor z = oo,
der Punkt zl = 1+0i (grin) ist ein Fixpunkt der Iteration, das heiBt, es gilt
R(1+0i) = 1+40i.




Der dritte Fixpunkt von R(z) = 2 , d. h. der Punkt z = 1, ist kein Attraktor. Er hat, wie alle anderen
Punkte des Einheitskreises die Eigenschaft, Bahnen von Anfangspunkten, die in seiner Umgebung
liegen, von sich weg zu stoflen (entweder in Richtung z = 0 oder in Richtung z = o). Er wird
deshalb abstofender Fixpunkt genannt °.

Sei Q eine Teilmenge von C (d. h. Q € C ) und z = R(z) eine Abbildung C — C mit dem
Fixpunkt a.

Ist a gemeinsamer Hiufungswert der Vorwirtsbahnen B*(zy) aller Punkte zo& Q, so heiit a ein
Attraktor der Abbildung z = R(z).

Die Menge Q nennt man das Einzugsgebiet (Bassin) des Attraktors a.

4. Julia-Menge

Im Fall R(z) = 2 gibt es die beiden Attraktoren z = 0 und z = oo, deren Einzugsgebiete an der
gemeinsamen Grenzlinie lz|= 1, dem Einheitskreis, zusammentreffen. Veridndert man die
Rekursionsvorschrift zu

a5 z,.,=z. +c
oder, in anderer Schreibweise, zu
R (z2) = zj +c,

wobei ¢ eine (konstante) komplexe Zahl ist, entsteht eine neue Situation. Ein vergleichsweise
einfacher Fall ist ¢ = — 1. Tabelle 2 zeigt fiir dieses ¢ die Bahn des Punktes zo = — 0,62 + 0i.

Tabelle 2 Bahn des Punktes zg = — 0,62 + 0i bei der Iteration R_(z) = Z-1.

n_ |z n_ | Zu n_ |z n_ | Zu n_ |z

I [-0,62 5 |-0,61235 9 [-0,60472 | 28 |-0,02412 | 32 0,00000
2 |-0,6156 6 [-0,62503 | ... |.... 29 1-0,99942 | 33 [—1,00000
3 |-0,62104 7 |-0,60933 | ... |.... 30 |-0,00116 | 34 0,00000
4 1-0,61431 8 |-0,62871 | 27 |-0,98787 | 31 |—1,00000 | 35 |- 1,00000

Der Punkt zp = — 0,62 + 0i gehort offenbar zur Menge P, der ,,Gefangenen®, denn der Betrag von z,
ist beschrinkt. Die Folge strebt aber nicht gegen einen einzigen Attraktor, sondern pendelt
schlieBlich zwischen den beiden Hiaufungspunkten z = 0 und z = —1 hin- und her. Sie miindet ein,
wie man sagt, in den attraktiven Zyklus y = { 0, — 1}. Startet man mit einem dieser Punkte, erhilt
man den zweiten als Bild und umgekehrt. Das heil3t, fiir die Abbildung R_(z) = -1 gilt R_1(0) =
— 1 und R_;( —1) = 0. Es handelt sich um einen (attraktiven) Zyklus mit der Periode 2. Man kann
zeigen, dass alle Anfangspunkte, die zur Menge P. gehoren, von diesem Zyklus angezogen werden.

Abbildung 4 zeigt das Einzugsgebiet dieses Attraktors bzw. attraktiven Zyklusses. Sein Rand ist
keine ,,glatte* geometrische Kurve wie der Einheitskreis im Fall R(z) = zz, sondern eine Linie mit
blasenartigen Buchten und Einschniirungen. Die Abbildung wurde, wie auch Abb. 3, mit dem
Programm AttrBassin.java * erstellt.
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Abb. 4 Einzugsgebiet des Attraktors oder attraktiven Zyklusses {0+0i,-1+0i} der

Iteration R,;(z) = z? — 1. Der Rand des Einzugsgebiets (des Bassins) ist

blasenartig ausgebuchtet und eingeschniirt. Er wird auch bei noch so starker
VergréBerung nicht "glatt".

Generell gibt es fiir jede Iteration R.(z) = z* + ¢ Attraktoren bzw. attraktive Zyklen. Ihre
Eigenschaften hiangen vom Wert des Parameters ¢ ab. Man kann zeigen, dass einer der Attraktoren
immer z = oo ist. Das heifl3t, fiir jedes ce C gibt es die Menge E. der ,,Ausbrecher, die sich aus den
Punkten zyp zusammensetzt, deren Bahnen gegen den unendlich fernen Punkt gehen. Die Julia-
Menge ist der Rand des Einzugsgebiets dieses Attaktors, d. h., der Rand der Menge E.. Dieser Rand
ist, abgesehen von Sonderfillen wie ¢ = 0, eine Linie, die auch bei noch so starker VergroBerung
nicht ,,glatt* wird, sondern seltsam gezackt und veristelt bleibt. Man nennt sie ein Fraktal 4

Definition (Julia-Menge):

Sei zpe C ein Anfangspunkt in der komplexen Ebene, dessen Vorwirtsbahn durch
2,,= 2. +c (mit ne Ny und ce C)

bzw. R.(z) = 72 + ¢ definiert ist, und E, die Menge der ,,Ausbrecher* fiir diesen Parameter c. Dann
heiBt der Rand dE, von E, die Julia-Menge J. zur Abbildung R.(z) = 2 + ¢ mit dem Parameter c.

Jeder Punkt der komplexen Ebene kann Attraktor bzw. Element eines attraktiven Zyklus sein.
Tabelle 3 zeigt numerische Werte fiir einige Parameter c.




Tabelle 3 Attraktoren bzw. attraktive Zyklen fiir eine Reihe von Parametern c. Der Attraktor
Z = oo ist nicht aufgefiihrt.

Nr. c Attraktoren bzw. attraktive Zyklen
1 0 {0}
2 |-0,5+0,5 {-0,4087 + 0,2751i }
3 |-0,12375+0,56508; | {—0,2250 + 0,3897i }
4 |-1 {0;-1}
5 |-0,12+0,74i {-0,6530 + 0,5625i; — 0,010 + 0,053i; — 0,1200 + 0,7400i }

5. Abtastmethode zur Darstellung von Julia-Mengen

Das Programm AfttrBassin.java ? dient in erster Linie dazu, die Lage der Attraktoren bzw.
attraktiven Zyklen darzustellen. Die Einzugsgebiete der Attraktoren werden wegen des groben
Rasters nicht sehr genau wiedergegeben. Daher sind die Rinder von E,, das heil3t, die zugehorigen
Julia-Mengen, in der Darstellung auf dem Bildschirm nicht gut zu erkennen.

Um die Strukturen des Randes von E, genauer darzustellen, iiberzieht man das Gebiet der
komplexen Ebene, in dem man diesen Rand vermutet, mit einem sehr dichten Raster von Punkten
Zo. Fiir die Iteration mit R.(z) = Z+c geniigt es, den Ausschnitt —2 < Re(z) < +2, —2 < Im(z) < +2
zu betrachten. Jeder Punkt zo dieses Ausschnitts wird nun daraufhin untersucht, ob seine
Vorwirtsbahn unter der Iteration mit R.(z) = 2> + ¢ gegen Unendlich lduft oder beschrinkt bleibt.
Eine Darstellung der Julia-Menge auf dem Computer-Bildschirm erhdlt man, indem man das Pixel,
das dem Punkt zy entspricht, beispielsweise schwarz fiarbt, wenn die Bahn beschriinkt bleibt,
andernfalls weif} belidsst. Auf diese Weise wird der Rand von E. als Grenze zwischen schwarz und
weil} gefarbtem Gebiet sichtbar. Das Verfahren wird in der Literatur Abtastmethode oder boundary
scanning genannt.

Die Entscheidung dariiber, ob eine Bahn gegen Unendlich lduft oder nicht, ist ein Problem. In der
Praxis gibt man sich eine maximale Anzahl von Iterationen (maxlter) und eine obere Grenze
(schranke) vor und beendet die Iteration, sobald die Anzahl der Iterationen groBer als maxlter oder
das Quadrat von z, groBer als schranke wird. Im ersten Fall nimmt man an, dass zp zur Menge P,
gehort, im zweiten Fall betrachtet man zy als Element der Menge E.. Pixels, die den Punkten der
Menge E. entsprechen, werden oft nicht weil3 gefirbt, sondern mit einer Farbe versehen, deren
Sattigungsgrad oder Helligkeit sich aus der Anzahl Iterationen bis zum Abbruch ergibt. Das fiihrt zu
Schichtlinien gleicher ,,Fluchtgeschwindigkeit* und eindrucksvollen Grafiken.

Algorithmus zur Darstellung von Julia-Mengen nach der Abtastmethode
(boundary scanning):

Jeder Punkt z, des Ausschnitts —2<Re (z)<+2, -2<Im(z)<+2 der komplexen
Zahlenebene wird daraufhin untersucht, ob seine Vorwartsbahn unter der

Iteration mit R.(z) = z? + c gegen Unendlich l&auft oder beschrinkt bleibt.

Bleibt z? bis zum Erreichen von 'maxIter' Iterationen unter der oberen
Grenze 'schranke', wird das Pixel, das dem Punkt z, entspricht, schwarz
gefarbt. Andernfalls erhdlt das Pixel eine Farbe entsprechen der Anzahl der
Iterationen bis zum Erreichen der oberen Grenze.

Das Gebiet der komplexen Ebene, das am Ende der Abtastschleife schwarz
gefarbt ist, ist das Innere der Julia-Menge. Die Julia-Menge ist der Rand
dieses Gebiets.



gibein c; // Parameter c
gibein maxIter; // maximale Anzahl der Iterationen
gibein schranke; // obere Grenze flir z*z

fir alle Punkte z mit —2 < Re(z) < 2 und -2 < Im(z) < 2 tue

n :=1; // z&hlt die Iterationen
wiederhole

z 1= z%z 4+ C

inc(n)

bis (n > maxIter) oder (z*z > schranke);
wenn n > maxlter

dann firbe Punkt z schwarz // z € P
sonst farbe Punkt z entsprechend der Anzahl n
ende tue.

Dieser Algorithmus ist im Programm JuliaBSM.java 2 implementiert. Abbildung 5 zeigt die Julia-
Menge fiir c = — 0.12 + 0.74i. Das Innere der Menge ist schwarz gefirbt. Die Julia-Menge ist der
Rand dieses schwarzen Gebiets. Dieser Rand ist ein Fraktal 4, das heif3t, eine Linie, die auch bei
noch so starker Vergroferung nicht ,,glatt* wird. Der rote ,,Kragen* befindet sich schon auf3erhalb
des Randes. Das noch weiter auflen liegende Gebiet wird abwechselnd hell- und dunkelblau getont,
je nachdem, ob die Anzahl der Iterationen bis zum Erreichen der vorgegebenen Schranke gerade
oder ungerade ist.

Ty(!m)

c=-0.12 + 0.74i

-1.6 o 1.6
— % (Re)

Abb. 5 Julia-Menge fiir die Iteration R.(z) = zZ + ¢ mit ¢ = -0.12+40.74i. Die

Julia-Menge ist der Rand des inneren, schwarz gefarbten Gebiets. Dieser Rand
bleibt gezackt und verastelt, auch wenn er beliebig stark vergroBert wird: er
ist ein Fraktal. Rot gefarbte Punkte gehéren schon zum Einzugsgebiet des

Attraktors z = . Die "Hohenlinien" sind Linien gleicher Fluchtgeschwindigkeit
bei der Bewegung auf z = o zu.
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6. Julia-Mengen durch inverse Iteration

Ein zweites Verfahren, Julia-Mengen darzustellen, ergibt sich aus dem Versuch, die Vorfahren
bzw. Urbilder eines gegebenen Punktes zo der komplexen Ebene zu berechnen. Die Folge bzw.
Menge der Punkte z, aus denen zo durch wiederholte Anwendung der Abbildung R, entstanden sein
kann, heiB3t die Riickwdrtsbahn B~ (engl. inverse orbit) von z, unter R..

Sei z = R(z) eine Abbildung C — C und zpe C, so heilit die Menge
B (z) =z | R\ @) =2, fiir k=012 ..}

die Riickwdrtsbahn (engl. inverse orbit) des Punktes zo unter der Abbildung R(z).

In der Praxis gibt es ein Problem, da die Umkehrabbildung zu R, nicht eindeutig ist. Schreibt man
die Abbildung R.: w = 2+ ¢, dann ist

=w —c
&S 7 =F+FAVW—C V Z =—AW—cC .

Das heiBt, zu einem gegebenen Bild w der Abbildung R, gibt es zwei Urbilder. Sie sind von
gleichem Betrag, unterscheiden sich aber im Vorzeichen. Da nicht iiber alle méglichen Vorfahren
Buch gefiihrt werden kann — dazu wiirde die Kapazitit des Rechners nicht ausreichen —, wird bei
jedem Riickwirtsschritt eines der Urbilder zufallsgesteuert ausgewdhlt.

Man gelangt auf diese Weise zumindest zu einem Teil der Quellen des Punktes zo. Erstaunlich ist,
dass sich diese Quellen in der Nihe des Randes von E., d. h. in der Ndhe von Punkten der Julia-
Menge hiufen. In der Tat gilt:

Die Riickwirtsbahn jedes Punktes zy der komplexen Ebene enthélt Punkte, die beliebig nahe an
Punkte der Julia-Menge herankommen.

Umgekehrt kann man offenbar jeden (beliebig vorgegebenen) Punkt w der komplexen Ebene von
irgendeinem Punkt zy in der Nihe der Julia-Menge durch Vorwirtsiteration erreichen. Man kann
sogar die noch stirkere Aussage beweisen:

Ist z ein Element der Julia-Menge J. fiir die Abbildung R., dann gibt es zu jeder noch so kleinen
Umgebung U,(z) von z eine Iterierte R." derart, dass ein beliebig vorgegebener Punkt we C das
Bild unter R, eines Punktes zp aus dieser Umgebung ist. Das heil3t, es existiert ein n mit der
Eigenschaft

w = R!(z)) fiir z,e U,(2)

Grob gesprochen, tendieren die Iterierten R." dazu, beliebig kleine Umgebungen der Julia-Menge
iber die ganze komplexe Ebene zu ,,verschmieren®. In diesem Sinn ist J, eine ,,abstoBende* Menge.

Algorithmus zur Darstellung der Julia-Menge durch inverse Iteration:

Fir eine groBe Zahl zufallig ausgewahlter Punkte 2z, der komplexen
Zahlenebene werden die Rickwartsbahnen berechnet, die sich durch Umkehrung
der Abbildung R.(z) = z?2 + ¢ ergeben. Die Position des Bahnpunktes nach
ausreichend vielen (Riickwarts-)Iterationen wird durch WeiBfarbung des

zugehorigen Pixels markiert.
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n := 10000; // Anzahl der Rickwdrts-Iterationen
zZ 1= Zg, // ein zuf&dllig ausgewdhlter Anfangswert
gibein c;
wiederhole n mal
wenn random(l) < 0.5 // zufdllige Auswahl einer der beiden
dann z := sqrt(z - c) // Ldsungen von z? = w - C
sonst z := - sqgrt(z - c);
farbe Punkt z weilB // z liegt schlieBlich in der Nahe von J.
ende wiederhole.

Dieser Algorithmus ist in dem Programm JulialIM.java 2 implementiert. Die Julia-Menge, die in
Abbildung 6 dargestellt ist, wurde mit diesem Programm berechnet. Es zeigt sich, dass die
Riickwirtsbahnen der zufillig ausgewihlten Punkte zo nicht an allen Stellen des Randes mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit enden. In den ,,Einschniirungspunkten* beispielsweise sind keine Pixel
weil} gefarbt.

Abb. 6 Fir viele zufadllig ausgewahlte Punkte 2z, der komplexen Zahlenebene
werden die Rickwartsbahnen berechnet, die sich durch Umkehrung der Abbildung
R.(z) = 22 + ¢ ergeben - hier fir c¢ = -0.12 + 0.74i. Die Position des Bahnpunktes
nach 100 (Rickwarts-) Iterationen wird markiert, indem das zugehorige Pixel weiB
gefarbt wird. Alle diese durch Riickwadrtsiteration berechneten Bahnpunkte
befinden sich in der Nahe der Julia-Menge.

7. Mandelbrot-Menge

Julia-Mengen konnen sehr unterschiedliche ,,Formen* haben. Fiir ¢ = 0 beispielsweise ist J der
Einheitskreis, ¢ = — 2 ergibt fiir J das Intervall [ —2; 2] der reellen Achse. Dariiber hinaus findet
man deformierte ,,Kreise* (mit gezacktem Rand), z. B. fiir c = — 0,12375 + 0,56508i, aulerdem
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deformierte, gezackte ,,Kreise* mit Einschniirungen (beispielsweise fiir c = — 1) und deformierte
wIntervalle®, d. h. gezackte Linien ohne Inneres (¢ = i). Eine ginzlich andere Art von Julia-Mengen
entdeckt man, wenn man die Darstellungen zu ¢ = — 0,18 + 0,67 und ¢ = 0,11 + 0,67i vergleicht
(Abb. 7). Die Julia-Menge, die zum erstgenannten Parameter gehort, ist eine zusammenhéngende
Linie, wihrend die andere in eine Wolke von ,,Staub* zerfillt. Sie ist total unzusammenhdngend, d.
h. eine Cantor-Menge.

e=-0.18 + 0.67i c =0.11 + 0.67i

(a) (b)
Abb. 7 Zwei Julia-Mengen fir unterschiedliche Werte des Parameters c.
(a) Zusammenhangende Julia-Menge fiir ¢ = — 0,18 + 0,67i. Beachte, dass die Julia-

Menge der Rand des schwarz gefarbten Gebiets ist.

(b) Nicht zusammenhangende Julia-Menge fiir ¢ = 0,11 + 0,67i. Eine nicht-
zusammenhangende Julia-Menge zerfallt in "Staubkorner", die sich
computergraphisch kaum darstellen lassen. Hier sind die Staubkdrner von
weiBen "Kragen" umgeben, so dass man ihre Lage erahnen kann.

Offenbar entscheidet auch hier der Wert des Parameters ¢ dariiber, welcher der beiden Fille
vorliegt. Es fragt sich daher, fiir welche Werte von ¢ sich zusammenhingende Julia-Mengen J,.
ergeben und wie die Menge dieser c-Werte in der komplexen Ebene aussieht. Die Menge der
(komplexen) Zahlen c, fiir die J. zusammenhéngend ist, wird nach B. Mandelbrot benannt, der sie
entdeckte und zum ersten Mal computergrafisch darstellte .

Die Menge aller Zahlen ce C, fiir die die zugehorige Julia-Menge J. zusammenhéngend ist, heif3t
Mandelbrot-Menge M. Das heilit, es gilt

M = { ceC | J, ist zusammenhdngend } .

Die Darstellung der Mandelbrot-Menge (zum Beispiel auf dem Computer-Bildschirm) erfordert
daher fiir jedes c (aus dem interessierenden Gebiet der komplexen c-Ebene) die Priifung, ob die
zugehorige Julia-Menge J. zusammenhédngend oder eine Cantor-Staubwolke ist. Die Entscheidung
trifft man anhand eines Kriteriums, das der folgende Satz von Julia und Fatou (P. Fatou,

franzosischer Mathematiker, 1878 — 1929) bereitstellt.
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge:

Die Julia-Menge J. zum Parameter ¢ ist dann und nur dann zusammenhdngend, wenn die
Vorwirtsbahn B."(0) des Punktes zo = 0 beschriinkt ist. Genau dann gehort ¢ zur Mandelbrot-
menge M :

ceM < B(0)= { 0,c,c*+c, (c®+c) +c, ... } ist beschriinkt .

8. Computergrafische Darstellung der Mandelbrot-Menge

In der Praxis geht man bei der Entscheidung, ob B."(0) beschriinkt ist oder nicht, vor wie im Fall
der Abtastmethode bei der Darstellung der Julia-Mengen. Man gibt sich wiederum eine maximale
Anzahl von Iterationen (maxlter) und eine obere Grenze (schranke) fiir das Quadrat 7> des
Bahnpunktes vor. Ist Z* nach der vorgegebenen Maximalzahl von Iterationen kleiner als die
Schranke, nimmt man an, dass der gerade untersuchte Wert von ¢ zur Mandelbrot-Menge M gehort.
Andernfalls rechnet man ihn zum Komplement C \ M. In diesem Fall ist die Anzahl n der
Iterationen ein Maf fiir den Reziprokwert der ,,Fluchtgeschwindigkeit*, mit der die Bahn B.*(0)
gegen Unendlich strebt. Man firbt das ¢ entsprechende Pixel, dhnlich wie im Fall der Julia-Menge,
schwarz, falls ¢ ein Element der Mandelbrot-Menge ist, ansonsten wihlt man die Farbe
entsprechend der Anzahl n der Iterationen bis zum Erreichen der Schranke fiir z°.

Algorithmus zur Erzeugung der Mandelbrot-Menge fiir R.(z) = z®? + c nach der
Abtastmethode:

Fir alle Werte c¢ im Bereich -2.5 < Re(ec) < 0.5 und -1.25 < Im(ec) < 1.25
wird, ausgehend von z = 0, die Rekursionsformel R.(z) = z2 + ¢ bis zu einer
maximalen Anzahl von Iterationen ('maxIter') angewandt. Ist z2 danach
kleiner als die vorgegebene Grenze 'schranke', wird der zu c gehodrende
Punkt (Re(c), Im(c)) der komplexen Zahlenebene schwarz gefarbt. Andernfalls
wahlt man eine Farbe, die der Anzahl der Iterationen entspricht, die bis
zum Erreichen von 'schranke' benétigt wurden.

Das nach Ende der Rechnung schwarz gefarbte Gebiet ist die Mandelbrot-

Menge.
gibein maxIter; // maximale Anzahl der Iterationen
gibein schranke; // obere Grenze flir z*z

fir alle Werte c mit -2.5 < Re(c) < 0.5
und —1.25 < Im(c) < 1.25
tue
n :=1; // z&hlt die Iterationen
z := 0; // Anfangspunkt z, = 0 + 0i
wiederhole
= z*z + C
inc(n)
bis (n > maxIter) oder (z*z > schranke);
wenn n > maxlter
dann farbe Punkt ¢ schwarz // c € M

sonst fadrbe Punkt c¢ entsprechend der Anzahl n der Iterationen
ende tue.

Z

Der Algorithmus wird, in Anlehnung an das gleichartige Verfahren zur Darstellung von Julia-

Mengen, ebenfalls Abtastmethode (engl. boundary scanning) genannt. Er ist in dem Programm
MandelbrotBSM.java 2 codiert.
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Abbildung 8 zeigt die Mandelbrot-Menge, die das Programm auf dem Bildschirm darstellt. Man
beachte, dass der Rand von M auch bei VergroBerung nicht ,,glatter* wird. Diese Eigenschaft ist
charakteristisch fiir ein Fraktal. Die Verastelung des Randes wird dadurch hervorgehoben, dass
Gebiete gleicher Fluchtgeschwindigkeit im Gebiet auB3erhalb von M entsprechend n eingeférbt
werden (n = Anzahl der Iterationen bis zum Erreichen der Schranke fiir zz). Ein Beispiel dafiir
zeigt Abb. 9, weitere findet man in der Literatur *”.

Abb. 8 Mandelbrot-Menge in der komplexen Zahlenebene (schwarz gefarbtes
Gebiet). Die Mandelbrotmenge ist die Menge aller Zahlen c, fir die die Julia-
Menge J. zusammenhangend ist. Der Rand dieser Menge ist ein Fraktal, das heiBt,
eine nicht unterbrochene Linie, die auch bei beliebig hoher VergroBerung nicht
"glatt" wird.

Abb. 9 Ausschnitt aus dem Rand der Mandelbrotmenge. Der Ausschnitt stellt das
Gebiet der komplexen Zahlenebene dar im Intervall -0.950000 < Re(c) < -0.883333
und -0.300000 £ Im (c) < -0.233333.
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Anmerkungen und Literatur

' Die Bezeichnung Vorwdrtsbahn und alle weiteren ,,Fachausdriicke* sind entnommen dem
Buch Heinz-OttoPeitgen, Hartmut Jiirgens und Dietmar Saupe: Fractals for the
Classroom, Springer-Verlag, New York, 1992.

Ein Verzeichnis aller hier benutzten Computer-Programme befindet sich im Anhang witer
unten.

Es gilt allerdings R(—1) = (—1)2 = 1. Iterationen, die von anderen Anfangspunkten
ausgehen, landen nicht bei z = 1. Das ,,Attraktionsbassin* des Fixpunktes z = 1 ist somit
nur ein einziger Punkt der komplexen Ebene, ndmlich z = —1.

Eine ausfiihrliche und vollstindige Klassifikation der Fixpunkte einer Juliamenge bieten
die unter 1) und 5) genannten Biicher.

Eine umfassende Einfiihrung in das Gebiet der Fraktale ist das unter ') genannte Buch
Heinz-Otto Peitgen, Hartmut Jiirgens und Dietmar Saupe: Fractals for the Classroom,
Springer-Verlag, New York, 1992. Es besteht aus zwei Bianden, Band 1 mit dem Untertitel
Introduction to Fractals and Chaos, Band 2 mit Complex Systems and Mandelbrot Set.
Zum Selbststudium (Schulniveau) sehr gut geeignet, mit Computerprogrammen —
allerdings in der heute nicht mehr gidngigen Sprache BASIC.

Eines der ersten Biicher uiber Fraktale ist Benoit B. Mandelbrot: Fractals — Form,
Chance, and Dimension, Freeman, San Francisco, 1977. Mathematisch anspruchsvoller
als das Buch Fractals for the Classroom.

Die Arbeit, in der Mandelbrot zum ersten Mal eine graphische Darstellung ,,seiner”
Menge veroffentlichte, ist Mandelbrot, Benoit B.: Fractal aspects of the iteration of

7 — Az(1 — z) for complex A and z, Annals New York Academy of Sciences 357 (1980),
249 — 259.

Ein Riickblick auf die Geschichte der Entdeckung ist Mandelbrots Artikel Fractals and
the Rebirth of Iteration Theory in dem unter °) genannten Buch Peirgen, Heinz-Otto und
Peter H. Richter: The Beauty of Fractals — Images of Complex Dynamical Systems,
Springer-Verlag, Heidelberg, 1986, Seiten 151 — 160.

In seinem Buch The Fractal Geometry of Nature, Freeman, San Francisco, 1977, stellt
Mandelbrot seine Menge dar auf Seite 188.

Peitgen, Heinz-Otto und Peter H. Richter: The Beauty of Fractals — Images of Complex
Dynamical Systems, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York Toronto, 1986. Dieses
Buch enthiilt viele farbige Abbildungen von Juliamengen, von der Mandelbrotmenge und
von Ausschnitten derselben — nicht nur solche, die zur Iteration mit R(z) = Z+c gehoren.
Auch die Mathematik der Juliamengen wird ausfiihrlich behandelt. Dariiber hinaus gibt es
einen Beitrag von Mandelbrot zur historischen Entwicklung der Theorie der Fraktale
(siehe oben) und einen Artikel von A. Douady iiber Julia-Mengen und die
Mandelbrotmenge.

Peitgen, Heinz-Otto und Dietmar Saupe (Editors): The Science of Fractal Images,
Springer-Verlag, New York Berlin Heidelberg London Paris Tokyo, 1988. Beitrige
verschiedener Autoren, u. a. auch iiber die Erzeugung fraktaler Landschaften. Zu fast allen
Problemen werden (imparativ formulierte) Algorithmen angeboten. Sie lassen sich ohne
groBen Aufwand in gingige Programmiersprachen iibertragen.



Anhang

Verzeichnis der benutzten Computer-Programme

1 ForwOrb. java

Berechnet die Forwirtsbahn eines Punktes zp der komplexen Ebene bei Iteration der
Abbildung R(z) = Z+e. Eingabe: zo = (xo, o),

Ausgabe: Bahnpunkt nach jedem Iterationsschritt. Die Bahn wird auBBerdem in der
Gaufs'schen Zahlenebene dargestellt. Beispiele: Abb. 2.

2 AttrBassin. java

Ermittelt das Einzugsgebiet (Bassin) der Attraktoren bzw. der attraktiven Zyklen der
Abbildung R(z) = 7 + ¢. Eingabe: cx, cy. Das Bassin wird auf dem Bildschirm dargestellt.
Beispiele: Abb. 3 und Abb. 4.

3 JuliaBSM. java

Ermittelt die Julia-Menge der Abbildung R(z) = 7% + ¢ nach der Abtastmethode
(Algorithmus siehe Text) und stellt sie auf dem Bildschirm dar. Eingabe: cx, cy. Beispiele:
Abb. 5 und Abb. 7.

4 JuliallIM. java

Bestimmt die Julia-Menge der Abbildung R(z) = Z* + ¢ nach der Methode der inversen
Iteration (Algorithmus siehe Text) und stellt sie auf dem Bildschirm dar. Eingabe: cx, cy.
Beispiel: Abb. 6.

5 MandelbrotBSM. java

Stellt die Mandelbrotmenge der Abbildung R(z) = 7> + ¢ auf dem Bildschirm dar. Arbeitet
nach der Abtastmethode (Algorithmus siehe Text). Eingabe: Grenzen des Gebiets der
komplexen Ebene, das dargestellt werden soll. Beispiele: Abb. 8 und Abb. 9.
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