1. lteration

Das Quadrat der Zakl= 1,2 ist¢ = 1,44, das Quadrat von 1,44 i)t = 2,0736. Fahrt man mit
dieser Rechnung fort, erhalt man die Zahlen (gest)®12998, 18,488, 341,82 usw. Sie bilden eine
Folge, deren Glieder Uber alle Grenzen wachsenltW#n dagegen als Anfangszah# 0,8,

entsteht die Folge 0,64, 0,4096, 0,16778, 0,028147, die gegen den Grenzwett O strebt. Es

ist eine ,Nullfolge*.

Eine Rechenoperation, die mehrmals hintereinanasgediihrt wird, und zwar am Ergebnis des
jeweils vorherigen Schrittes, nennt miteration. Die Rechenoperation verknipft ein Folgeghkgd
mit seinem Nachfolgex,.,. Dabei istx der Wert des Folgeglieds und der Inaetozw.n + 1)
desserPlatznummerDie Rechenoperation wird aRekursionsformet,.1 = R(x,) angegeben,
wobeiR(x) den Funktionsterm bezeichnet. Oft wird auch rerermR(x) zur Beschreibung der
Iteration genannt. Das Verhalten der Folgegliedegh wie das Beispiel zeigt, vom Anfangsglied
Xo ab. Die Folge, wird auchBahndes Punktes, genannt.

Im vorliegenden Beispiel igk(x) = x%. Also schreibt mam,+1 = x,. Eine lteration mit dieser
Rekursionsformel ergibt offenbar Folgen (oBahnern), die gegen Unendlich streben, wenn die
Anfangszahky, dem Betrag nach grof3er als 1 ist, und Folgengelen Null streben, wenxy
betragsmalig kleiner als 1 ist. Die Anfangszght 1 ergibt die konstante Folgg= 1 fur allen.
Man nennt dahex = 1 einerFixpunktder Iteration. FUx, =- 1 mindet die Iteration nach dem
ersten Schritt ix, = 1 ein.

2. lteration mit R(x) =x* +c¢

Die Rekursionsformel wird jetzt so abgewandeltsdasht nur quadriert, sondern auch eine reelle
Konstantec addiert wird. Das heil3t, wir betrachten Iteratiomeit

(1) Rx) =x*+c, cl R

oderxa:1 = x,2 + ¢. Dabei istc aus der MengR der reellen Zahlénwas wir durctle 1 R abkiirzen.
Jetzt hangt das Verhalten der Folge nicht mehwani,, sondern auch vom Parameteb®. Wir
interessieren uns in erster Linie fur die Abhangigkonc. Als Anfangswert wahlen wir zunachst
Xo = 0. Fur diesen Anfangswert ergibt 0,25 die Folge 0,25, 0,3125, 0,347656 use/sBebt
gegen den Grenzwext= 0,500. Fuc =- 0,5 erhalt man die Folge 0,50,- 0,25,- 0,4375,
0,308594, usw. , die geger- 0,366025... strebt.

Man stellt (zum Beispiel experimentell) fest, dass Iterationen mit 2 £ c £ 0,25 zu
beschrankten Folgen fuhren. Fir Werte ea@ul3erhalb dieses Intervalls divergiert die Folge.

Nicht in jedem Fall streben die Folgen gegen ef@enzwert. Fic = - 1 (undx, = 0)
beispielsweise nehmen die Folgeglieder abwechskn@erte- 1 und 0 ein, fic =- 1,3107
(undxo = 0) ergibt sich der Zyklus-{,3107, 0,407234;1,144860, 0,000005}.

Geht man von anderen Anfangswertenxals O aus, ergeben sich andere Folgen. Unter gaewisse
Bedingungen streben aber auch diese Folgen gegabdn genannten Grenzwerte oder miinden in
die genannten Zyklen ein. Abbildung 1a) zeigt zueisBiel die Glieder der Folge far= 0,25 und
dem Anfangswerxy = 0,22. Sie streben, wie die Folge mjit= 0, gegen den Grenzwert 0,50.



Die Folge furc =- 1 mit dem Anfangswert = 0,75 (Abb. 1b) nimmt, wie im Faly = 0, den

Zyklus {- 1, 0} an- allerdings erst fir groRere
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Abb. 1 Die ersten 20 Folgeglieder x n der Iteration mit R(x) = x 2+c.
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Ein vollig anderes Verhalten ergibt sich fur begdgiveisec =- 1,65 (mitxo = 0). Abbildung 2

zeigt die ersten 100 Folgeliedgrals Funktion der IterationsschrittzahlDie Folge ist offenbar
beschrankt, denn die Werte der Folgeglieder lieglenzwischen etwa2 und +1,5. Aber sie
scheinen nicht auf einen Grenzwert hin zu strebendern nehmen vollig irreguléar Werte aus
diesem Intervall an. Das Verhalten der Folge igt, mvan sagtchaotisch Das lUiberrascht, denn das
Bildungsgesetz der Folge (,lterieRéx) = x° - 1,65 mitx, = 0%) ist streng determiniert.
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Abb. 2 Folgeglieder x

n der Iteration mit R(x) = x

Funktion von n, der Anzahl der Iterationsschritte.

2+ cfurc=-1,65als
Anfangswert x ¢ =0.



3. FeigenbaumbDiagramm

Welchen Verlauf die Iteration mR(x) = X% + ¢ nimmt, lasst sich am besten am ,Endzustand*
ablesen, das heil3t, an dem Wert oder den Werter\fcingrol3es. In Abb. 3 sind diese
Endzustandswerte in Abh&ngigkeit voaufgetragen. Auch hier wurotg = 0 gesetzt. Ein
derartiger Graph wird in der Literatkeigenbaum-Diagrammgenannt.
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Abb. 3 Feigenbaum-Diagramm fur die Iteration mit der Rekursionsformel R(x) =
x2+cundx o =0. Iny-Richtung sind die Werte x » der Folgeglieder im
"Endzustand" aufgetragen, in x-Richtung die des Par ameters c. Das heif3t, jeder
Punkt ist durch seine Koordinaten (c,x n) gekennzeichnet. Berucksichtigt wurden
nur Folgen, die einen "stationdren" oder zumindest "beschrankten" Endzustand
erreichen. Fir diese sind alle Werte x » mMit 800 £n £ 1000 markiert. Die
mehrfache Zweifach-Gabelung (Bifurkation) des Endzu stands zwischen ¢ = -0,75 und
-1,40 ist sichtbar. Der Endzustand besteht hier aus zwei, vier oder acht Werten,
die zyklisch durchlaufen werden. Im Bereich -2 £c £-1,40 nimmt die Folge
irregular Werte aus einem gewissen Intervall an. Da s ist das Gebiet des Chaos.
An einigen Stellen ¢ enthélt das Chaos periodische Fenster, in denen der
Endzustand nur wenige, zyklisch durchlaufene x n-Werte enthalt - wie im
Bifurkationsgebiet.

Dabei wurden nur Folgen bertcksichtigt, die in ripgationaren* Endzustand einminden oder
zumindest beschrankt bleiben, deren Werte alsgri3er werdendem nicht Gber alle Grenzen
wachsen (mathematischer Fachausdrbekchrankte Folggnim vorliegenden Fall sind das die
Folgen firc zwischen 2 und + 0,25. Es zeigt sich, dass #i0,75£ c £ + 0,25 ein einziger
Endzustandswert (Grenzwert) existiert, beispielseéier Werk =- 0,366025... fic =- 0,5
(siehe oben). An der Stelte= - 0,75 spaltet sich der Endzustandsgraph in zwed Asf. Diese
Aufspaltung heif3t in der Literat@ifurkation Eine derartige Bifurkation findet mehrmals st&tie
beiden bet =- 0,75 entstandenen Aste spalten sich bei ungefahr 1,25 nochmals auf, und
diese wiederum bei etwa=- 1,37. Die Endzustandswerte, die der Graph in diese
Aufspaltungsbereich zeigt, sind die Zykluswerte, die Folgeglieder schliel3lich einnehmen. Fur
c = - 1 beispielsweise liest man den Zweier-Zyklusl{ 0} ab. Auch der Vierer-Zyklus

{- 1,3107, 0,40723; 1,14486, 0,000005} fix =- 1,3107 (siehe oben) ist in etwa zu erkennen.
Mit jeder Bifurkation verdoppelt sich die Zyklusi@a



Bei ungefahic =- 1,40 setzt da€haosein. Es zeichnet sich dadurch aus, dass die kplgear
beschréankt ist, aber vollig irregular Werte auesmirgewissen Intervall annimmt. Féir - 1,65
beispielsweise ergibt sich die in Abb. 2 dargediblge. Eine weitere Eigenschaft der Folgen aus
dem Bereich des Chaos2 £ c£ - 1,40) ist die Tatsache, dass Anfangswajtelie nahe
beieinander liegen, zu vdllig unterschiedlichen iBahfihren. Ein Beispiel dafir zeigt Abb. 4.
Dieser Abbildung liegen zwei Folgen nait - 2 zugrunde, von denen eine fur den Anfangswert
= 0,000001, die andere fig = 0,000002 berechnet wurde. Trotz des minimaletetdohieds der
Anfangspunkte von 16 sind die Bahnen véllig verschieden. Bis zur Platmern » 20 sind die
Unterschiede zu klein, um im Graphen sichtbar . $&€ir grol3era jedoch sind sie von der
gleichen GrolRenordnung wie die Werte der Folgegliselbst. Dies8ensitivitdtgegeniber
kleinen Anderungen der Anfangspunkgavird in der Literatut ausfiihrlich diskutiert.

Abbildung 3 zeigt, dass das Chaos nicht totabmbdern an gewissen StellepFenster” enthalt, in
denen der Endzustand nur wenigdVerte enthalt. Betrachtet man die zugehdrigenéfulgtellt
sich heraus, dass es sich um Zyklen handelie im Bifurkationsgebiet. Fio= - 1,75 zum
Beispiel lauft die Folge schlielich in den Zykfis302;- 0,0546;- 1,7470}. Man nennt die
entsprechenden Stellen ,zyklische” oder ,periodesEenster”.
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Abb. 4 Sensitivitiat der Bahnen gegeniiber kleinen A nderungen der Anfangspunkte
Xo. FUr ¢ = -2 wurden die Glieder zweier Folgen berec hnet, einmal fiir den
Anfangspunkt x = 0,000001, das andere Mal fir x o = 0,000002. Aufgetragen ist die
Differenz der Glieder beider Folgen in Abhéngigkeit von der Platznummer n. Diese
Differenz ist bis etwa n = 20 zu klein, um im Graph en sichtbar zu sein, bei
gréReren Platznummern ist sie von der GréRenordnung der Funktionswerte selbst.

Computergraphische Darstellungen der Endzustantiswereigen interessante Details/or allem
dann, wenn man Ausschnitte des Chaos-Gebietes iNate periodischer Fenster oder in der
Umgebung einer Bifurkation betrachtet. Ein Beisgigt Abb. 5. Es ist ein Ausschnitt aus dem
Feigenbaum-Diagramm der Abb. 3 im Bereich der zweitritten und vierten Bifurkation. Der
Ausschnitt umfasst die Intervalle 1,45£ c £ - 1,35 &-Richtung) und 0,4£ x, £ 0,6 /-

Richtung). Als ,Endzustand” sind alig mit Platznummerm zwischen 800 und 1000 aufgetragen.
In der linken Halfte erkennt man den Anfangsbereiet Chaos (die Chaos-,Kelche*) und einige
periodische Fenster. Eine nochmalige VergroReruinglevzeigen, dass innerhalb der periodischen
Fenster weitere Bifurkationen auftreten. Das istiéinweis auf di€Selbstahnlichkeitles
Feigenbaum-Diagramms.
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Abb. 5 Ausschnitt aus dem Endzustandsdiagramm (Fei genbaum-Diagramm) fiir die
Iteration mit der Rekursionsformel x ns1 =X o2+ c. Aufgetragen sind, in
Abhéngigkeit vom Parameter c, die Werte x » der Folgeglieder "im Endzustand" (800
£n £ 1000). Der Ausschnitt entspricht den Intervallen - 1,45 £c £-1,35(x-
Richtung) und -0,4 £x , £0,6 (y-Richtung). Er stellt das Gebiet der zweiten ,
dritten und vierten Bifurkation und den Anfangsbere ich des Chaos vergroRRert dar.
Innerhalb der periodischen Fenster sind andeutungsw eise weitere Bifurkationen

sichtbar.

4. Zweistufige quadratische Iteration

Bei der bisher betrachteten Iteration wurde jed#gdgliedx,.; mit Hilfe der Rekursionsformel
Xn+1= Xi> +C aus seinem Vorgangerr berechnet. Wir betrachten jetzt Iterationen, dedtnur
auf den Vorgangex,, sondern zusatzlich 24 auch auf den Vor-Vorgangey.; zurtickgreifen.
Man nennt sieweistufige Rekursionekin Beispiel aus dem Gebiet dierearenRekursionen ist
die Fibonacci-Folgel, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, .... Bei ihr erhalt ndas jeweils nachste Folgeglied,
indem man Vor- und Vorvorganger addiert. Man startiéx; = x, = 1 und berechnet daraxs= x,
+x1=1+1=2. Ausg undx; ergibt sichx; =x3 +x, =2 + 1 = 3, danach folgeg =xs + x3=3 + 2
=5undxs =xs + X4 =5 + 3 = 8, usw. Die Rekursionsformel lautgt, = Xn + Xn- 1.

Eine einfache zweistufige und zugleich quadratigebkursion ist
(2) Xn+1 = Xs - Xﬂ-l + C, CT R.

Wir geben den Anfangswerten die Platznummermund O und setzen sie gleich Einsi= Xy =

1. Dann erhalten wix; = ¢, X, =c?- 1 +c, X3 = (¢*- 1 +c)?- c+c, usw. Fiic= - 2 ergibt sich

die Folge-2,1,1-2,1,1,-2,...und fic=- 1 die Folge 1,-1,1,1,-1,-1,1,1, .... Das sind

zyklische Folgen mit den Perioder?] 1, 1] bzw.{1,-1, 1, 1]. Der Parameter= + 1 fuhrt zu der
konstanten Folge 1, 1, 1, ... . Weitere Folgen,aiitfachen” Endzustanden gibt es nicht.



Das Endzustandsdiagramm fiWerte zwischen 2 und + 2 zeigt Abb. 6. Dort sind die Werte
{-2,1}und {1, 1}, die in den Zyklen fiic = - 2 bzw.c = - 1 auftreten, und der Wert der
konstanten Folge 1, 1, 1, ... fiir 1 durchrote Kreise hervorgehoben. Interessant ist, dass die
Folge furc = 0 divergiert. Sie beginnt mit den Werten Q, 1, 2, 3, 7, 46, 2109, 4445778« 1...

9). Dem entsprechend gibt es bei 0 keine Punkte in der Abbildung. Der ,Fisch”dgts Gebiet
derchaotischen FolgerEr entspricht Werten des Parametezrsvischen etwa + 0,2 und + 1,0.
Auch hier gibt es, wie bei der quadratischen Iteramit x, +1 = x.? + ¢, zyklische ,Fenster* in
Chaos-Gebiet zum Beispiel flic = 0,787443, wie eine Rechnung zeigt (Das Fenstén der
Abbildung kaum erkennbar). Der zugehorige Zyklugds/87443; 0,407509; 0,166064; 0,407511;
0,787443; 1,00000; 1,00000].
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Abb. 6 Endzustandsdiagramm (Feigenbaum-Diagramm) f ur die Iteration mit der
Rekursionsformel x it = X n2-X p1tCc(X 1 =X o=1,¢ 11 R). Aufgetragen sind
die Werte x  , der Folgeglieder "im Endzustand" (y-Richtung) in A bhangigkeit vom
Parameter ¢ (x-Richtung). Wie in den Abbildungen 3 und 5 wurden auch hier nur
beschrankte Folgen berucksichtigt. Die Folgenwerte {-2,1} und {-1,1}, die in den
Zyklen fiir c = -2 bzw. c = -1 auftreten, und der W ert der konstanten Folge
1,1,... fur ¢ = 1 sind durch rote Kreise hervorgeho ben. Der "Fisch" ist das
Gebiet der chaotische Folgen. Er entspricht Werten des Parameters ¢ zwischen
etwa 0,2 und 1,0. Der Chaos-Bereich wird, wie bei d er Iteration mit x nel =X 2
¢, von periodischen Fenstern unterbrochen - eine AusschnittvergrofRerung wirde
zum Beispiel fiir ¢ = 0,787443 ein solches Fenster z eigen.

Betrachtet maalle durchx, +1 = X.° - X1 + ¢ definierten Folgen (das heiRt, nicht nur die
beschrankten) und nicht nur Folgeglieder fur gnoReas heildt, nicht nur den Endzustand), so
ergibt sich das Diagramm in Abb. 7. In diesem s, in Abb. 6, die Endzustandswerte der
beschrankten Folgen weild markiert und auch die feupkx,) = ¢2,-2),(2,1), €1,-1),
(-1, 1) und (1, 1) der speziellen Folgen hervorgehdheer durch schwarze Kreise). Rot markiert
sind die Punkte, die durch die Erweiterung auf nbogschrénkte Folgen und den Einbezug aller
Folgeglieder hinzugekommen sind. Einige dieser Ruhd&gen auf charakteristischen Kurven. Sie
entsprechen Folgegliedern mit niedriger Platznumm®&ie Winkelhalbierende des ersten und
dritten Quadranten beispielsweise ist die Geradgfeder fir jedes der Wert des ersten Folgeglieds
xq liegt. Denn es ist, = ¢ (siehe oben). Fiir das zweite Folgeglied)gilt ¢ - 1 +c. Der
zugehorige Graph ist die in Abb. 7 erkennbare catesthe Parabel, die durch die Punkt2, (1),

6



(-1,-1) und (1, 1) geht. Auch der Graph, der dem Folgdgt entspricht, ist deutlich sichtbar. Es
istxs = (¢>- 1 +c)% Dies ist die Gleichung der Parabel vierter Ordputie durch die Punkte
(-2,1), €1, 1)und (1, 1) geht.

4 x(n)

Abb. 7 Graph aller durch die Iteration x nil = X n2-X oyt Cmitx 14 =X g=1und
¢ 11 R definierten Folgen (beschrankte und divergente F olgen) - eine Erweiterung

des Graphen der Abb. 6. Aufgetragen sind, wie dort, die Werte x n der

Folgeglieder (y-Richtung) in Abhangigkeit vom Param eter ¢ (x-Richtung). Weil3:
Endzustandswerte der beschrankten Folgen. Die schwa rz ausgeftllten Kreise kenn-
zeichnen die (in Abb. 6 mit roten Kreisen markierte n) Punkte (c, x n = (-2,-2),
(-2,1), (-1,-1), (-1,1) und (1,1) der Folgen fir c =-2,-1und 1. Die roten

Punkte entsprechen Folgegliedern divergenter Folgen . Folgeglieder mit kleiner
Platznummer n liegen auf charakteristischen Kurven: X 1 =cist die

Nullpunktsgerade, x »=C 2-1+ c entspricht der quadratischen Parabel durch die
Punkte (-2,1), (-1,-1) und (1,1), und x s3=( %-1+¢) 2 der Parabel vierter

Ordnung durch die Punkte (-2,1), (-1,1) und (1,1).

5. Computergraphik (erweiterter) Endzustandsdiagranme

Durch die Erweiterung auf nicht beschrankte Folged den Einbezug aller oder zumindest vieler
Folgeglieder werden die Endzustandsdiagramme el@tiibnx, +1 = X.> - Xn.1 + C ZU interessanten
Computergraphiken. Abbildung 8 zeigt ein Beisplddrgestellt ist ein vergroRerter Ausschnitt, der
die Intervalle 0,28408 c £ 0,28408 x-Richtung) und 0,92 x, £ 1,01 {-Richtung) umfasst ein
Bereich in der linken oberen ,Flosse” des ,Chacseks” (Abb. 6). Folgegliedeq, mit 500£ n £

2000 sind weil3, diejenigen mit Platznummern £00< 500 rot gefarbt. Weitere Diagramme dieser
Art sind in Abb. 10 zusammengestellt.

Es liegt nahe, mit Rekursionsformeln zu experinesti, die weitere Terme ¥y und/oderx,. 1
enthalten. Mit etwas Glick st63t man dabei auféistth reizvolle Graphiken. Abbildung 9 zeigt
beispielsweise ein Diagramm, das den Naniakrameé erhielt. Es entsteht durch Iteration mit
der Formek, +1= € %2 + X1 - Xn.1- 1 (und den Anfangswerten; = x, = 0) und zeigt den
Ausschnitt [0,£c£ 0,8 ;- 2,0£ x, £ +2,0] derc, x-Ebene. Dabei wurden alle Punktexg), mit
300£ n < 350 rot, die mit 35& n £ 550 weil3 gefarbt.



Abb. 8 Stark vergréRerter Ausschnitt aus dem erwei terten Endzustandsdiagramm

der Iteration x ni1 = X n2-X pi+tCc(X 1 =X o=1,¢ 11 R). Dargestellt ist der
Bereich 0,28400 £c £0,28408 (x-Richtung) und 0,99 £x , £1,01 (y-Richtung).
Der Ausschnitt liegt in der linken oberen "Flosse" des "Chaos-Fischs" (Abb. 6).
Punkte (c, x n) furx mit Platznummern 100 £n <500 sind rot, diejenigen mit

500 £n £ 2000 sind weil3 gefarbt.

Abb. 9 "Makramee". Erweitertes Endzustandsdiagramm der Iteration mit der
Rekursionsformel x nit =CX 2+X ,-X n1-1. Anfangswerte x _1=X ¢ =0.Nurder
Ausschnitt [0,7 £c £08;-20 £ x , £+2,0] der (c,x)-Ebene ist dargestellt.

Rot: Punkte (c,x n) furx mit Platznummern 300 £n <350, weil3: Punkte (c,x n) Mit
350 £n £550.



Das Computerprogramm zur Erzeugung der Graphikehg¥asten) besteht im Wesentlichen
aus einer Routine mit zwei ineinander geschacm@&thleifen. Die duRere Schleife durchlauft mit
der Schrittweitaleltac Werte fiirc zwischencMin undcMax (die linke bzw. rechte Begrenzung
des Ausschnitts dexr x-Ebene), die innere iteriert Ubersie startet mix ; undxo. Im
Schleifenrumpf wird
(1) das jeweils neuenach der Rekursionsformel berechnet (das vorh&niged
zwischengespeichert, um als Vorganger des nebemm nachsten Schleifendurchlauf
zur Verfiigung zu stehen),

(2) die Farbung (weil3 oder rot) des zugehdrigerkiasderc, x-Ebene vorgenommen.

Die Iteration Uben endet, sobald gro3er oder gleich einer vorgegebenen maximalént&ahl
maxiter ist oder der Betrag vox, einen vorgegebenen Hochstwarhranke Uberschreitet. Im
zweiten Fall wird die Folge als divergent betrathte

/*
Algorithmus zur Erzeugung der erweiterten Endzus tandsdiagramme
mit der Rekursionsformel fir die Graphik "Makram ee"
*/
fur ¢ zwischen cMin und cMax in Schritten von deltac tue
n<-0 /I Platznummer
X <- xNull /I Anfangs wert
y <- XMinusEins /I Anfangs wert
wiederhole solange n < maxiter und abs(x) < schranke
m <- X
X<-x*(1+c*x)—-y—-1 /I Rekursi onsformel fiir "Makramee"-Graphik
y<-m
wenn n > grenze2 /l weil3: Platznummern v on grenze2 bis maxliter
farbe Punkt(c|x) weil3
sonst
wenn n > grenzel [/ rot: Platznummern von gr enzel bis grenze2
farbe Punkt(c|x) rot
sonst
farbe nicht
inkrementiere n
ende (wiederhole solange ...)
ende (firc..)

Abbildung 11 enthéalt eine Zusammenstellung von éesten Endzustandsdiagrammen, die von
Iterationen mit verschiedenen Rekursionsformelewgt wurden (Formeln und Parameterwerte fir
C, Xn undn siehe Bildunterschrift).



Abb. 10 (folgende Seite) Erweiterte Endzustandsdia
Xn2-X n1+C(X 1 =x ¢=1,¢ 11 R).Bereichsgrenzen fiir ¢ (x-Richtung) und x
Richtung) und Platznummern n der weif3 bzw. rot eing

gramme der Iteration x

efarbten Folgeglieder

1
Perserteppich-01

041 £c £045
-0,35 £x £0,90

rot: 1300 £n <1400
weil3: 1400 £n £1500

2
Jugendstil-01

0,4103 £c £0,4107
0,15 £x £0,35

rot: 400 £n <1000
weil3: 1000 £n £1500

3
GraphFahrplan-01

0,3880 £c £0,3885
0,820 £x £1,00

rot: 400 £n < 500
weif3: 500 £n £1000

4
Stalaktit-01

0,2836 £c £0,3885
0,9999 £x £1,003125

rot: O £n <3000
weif3: 3000 £n £8000

5
QuadlterAirways-01

041 £c £045
-0,35 £x £0,90

rot: 1300 £n <1400
weil3: 1400 £n £ 1500

6
Schwingungen-01

0,40052 £c £0,400525
0,8 £x £09

rot: O £n <1000
weif3: 1000 £n £ 1500

7
ChaosGrenze-01

0,28400 £c £0,28408
0,99 £x £1,01

rot: 100 £n < 500
weil3: 500 £n £ 2000

8
Gardine-01

041 £c £045
0,0 Ex £05

rot: 500 £n <1000
weil3: 1000 £n £1500

n+l =

n (y'
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Abb. 11 (folgende Seite) Erweiterte Endzustandsd
verschiedenen Rekursionsformeln. Formeln, Bereichsg
Xn (Y-Richtung) und Platznummern n der weif3 bzw. rot

iagramme von lterationen mit
renzen fur ¢ (x-Richtung) und
eingefarbten Folgeglieder

1
Makramee-02

x(n+1)=cx(n)**2+x(n)—x(n-1)-1
X.1=X 0:0

0,705 £c £0,760
-1,50 £x £0,2

rot: 300 £n <350
weil3: 350 £n £550

2
Jugendstil-01

x(n+1)=cx(n)**2+x(n)-cx(n-1)-1
X.1=X 0:0

0,999988 £c £0,999990
-1,2 E£Ex £0

rot: 3800 £n <3900
weil3: 3900 £n £4000

3
Durchblick-01

x(n+1)=x(n)**2+cx(n)—x(n-1)-1
X.1=X 0:0

09905 £c £0,9990
-1,1 £Ex £0,0

rot: 50 £n <100
weil3; 100 £n £300

4
BriusselerSpitze-02

x(n+1)=x(n)**2+x(n-1)+c
X.1=X 0:0

-0,162 £c £-0,160
-0,01 £x £ 0,01

rot: 3100 £n <3300
weil3: 3300 £n £4200

5
Fadenscheinig-01

x(n+1)=x(n)**2+x(n)—x(n-
X.1=X 0:0

-1,328  £c £-1,3265
-1,55 £x £ 0,20

rot: 20 £n <100
weil3: 100 £n £400

1)+c

6
Einfadelung-01

x(n+1)=c(n)**2+x(n-1)+c
X.1=X 0:0

-0,16065 £c £-0,16000
-0,008 £x £ 0,008

rot: 3100 £n <3300
weil3: 3300 £n £4200

7
Gardine-01

x(n+1)=x(n)**3—x(n-1)+c
X.1=X 0:0

-0,6551 £c £-0,6546
-0,1 £Ex £01

rot: 2600 £n <2800
weil3: 2800 £n £3600

8
Verschlungen-01

x(n+1)=cx(n)**2+x(n)—x(n-1)-1
X.1=X 0:0

0,75 £c £0,76
-1,6 £x £04

rot: 80 £n <100
weil3: 100 £n £200
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Anmerkungen und Literatur

! Die Bezeichnun@®ahn und alle weiteren ,Fachausdriicke* sind entnomnen d
BuchHeinz-OttoPeitgerHartmut JurgensindDietmar SaupeFractals for the
Classroom Springer-Verlag, New York, 1992.

R (fett gedruckt) bezeichnet die Menge der reellahl@n,R(x) die Iterationsfunktion

Das unter) aufgefiihrte Buclieinz-OttoPeitgerHartmut Jirgensind Dietmar Saupe
Fractals for the Classroonenthélt eine sehr detaillierte Diskussion derdyaschen
Iteration, allerdings in der Form

v+ =ay(l- y), al R.
Diese Gleichung geht durch die Koordinatentransédiom

_1 X
o
Uber in die hier betrachtete Rekursionsformel
Y1 = Xn~ +C.
mit
c=1a(2- a).
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