Federpendel — Effektive Federmasse

1. Etwas Theorie: Effektive Federmasse

Ein Federpendel, bestehend aus einer Schraubenfeder mit der Federkonstante D und einem
Pendelkorper der Masse m, schwinge mit der (Kreis-)Frequenz @y und der Amplitude 4 um seine
Ruhelage (Abbildung 1). Die Feder selbst habe die Masse my. Sie wird meist gegeniiber m
vernachléssigt, soll aber hier beriicksichtigt werden. In die Formel fiir die Schwingungsdauer 7" geht
sie als effektive Federmasse (mr)e; ein. Oft gibt man (mr).; in Einheiten der gesamten Federmasse
mp an, schreibt also (mr)ey = fmr, so dass f'der Bruchteil der Federmasse ist, der zur
Schwingungsdauer beitridgt. Das Formelsymbol f* fiir diesen Bruchteil sollte nicht mit dem Symbol
fiir die Schwingungsfrequenz verwechselt werden, die hier immer mit ay/2z bezeichnet wird. Unter
Einbezug der effektiven Federmasse ist die Schwingungsdauer 7= 27/ ay gegeben durch

_ o, |m + fin,
() T =27 =

Wir berechnen f* zuerst anhand eines Modells und vergleichen dann den theoretisch berechneten
Wert mit den Ergebnissen eigener Experimente — und zwar fiir zwei Félle: (1) die Federmasse ist
klein gegeniiber der Masse des Pendelkdrpers, das heiit m >> myp, (2) die Federmasse ist grof3
gegeniiber der Masse des Pendelkdrpers, also m << my. Im zweiten Fall rechnen wir mit dem
Grenzfall m = 0.

Die Literatur zum Thema ist umfangreich. Eine m. E. interessante Arbeit ist die von Galloni und
Kohen?, die aufgrund wellentheoretischer Uberlegungen fiir die genannten Grenzfille erhalten
f— 1/3 fir m >>mg und f— 4/n° fir m << mp.

1.1 Masse Pendelkdrper m >> Federmasse mg

Generell gilt fiir die Energie (genauer: flir der Summe aus kinetischer und potentieller Energie)
einer mit der Frequenz @y und Amplitude 4 harmonisch schwingenden Masse m
1
W = —ma;4* .
2
Da die Masse der Feder iiber ihre Linge verteilt ist, stellen wir uns vor, dass sie aus vielen kleinen
Massenelementen der Grofle dm zusammengesetzt ist. Diese Massenelemente schwingen mit
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Abbildung 1 Schraubenfeder. Das Massenelement dm schwingt mit der Amplitude
A(x), die linear mit dem Abstand x vom Aufha&ngepunkt anwdchst. Ist A die
Amplitude des Federendes und L die Gesamtlange der Feder, gilt A(xX) = (X/L)A.



gleicher Frequenz ay, aber unterschiedlichen Amplituden. Wir nehmen an, die Amplitude hinge
(nur) ab vom Abstand x des Massenelements vom Authédngepunkt der Feder (Abbildung 1). Nennen
wir die Amplitude, mit der das Massenelement dm am Ort x schwingt, A(x), dann gilt also

(2) dW(x) = %dma)jAz(x) )

Fiir den Verlauf der Amplitude A(x) als Funktion von x geben wir vor, dass sie linear mit x
anwichst. Bezeichnen wir die gesamte Lénge der Feder mit L, ist also

(3)  A(x) = %A.

Diese Néherung ist plausibel, da der Querschnitt des Federdrahts pro Windung um denselben
Winkel verdreht wird, die Feder sich daher pro Windung um dieselbe Strecke verldngert. Das ist der
Fall, wenn die Dehnung durch die Gewichtskraft einer im Vergleich zur Federmasse gro3en Masse
m verursacht wird — wenn also gilt m >> mp. Wir setzen weiterhin voraus, dass die Masse der Feder
gleichmdpfig iiber ihre Lange verteilt ist. Bezeichnen wir die Masse pro Langeneinheit mit g, lasst
sich das Massenelement schreiben

dm = udx .
Damit wird Gleichung (2) zu

2
dW,(x) = %,udxa)gz—zAz .

Die gesamte in der Feder vorhandene Energie folgt durch Integration iiber die Lange L der Feder:

2

1 AL
4 = —U@W,——
“4) 2:“ 02
= lﬂ_ngAz

23

_ L A
W. = —,uwoF'([x dx

Da ul die Masse mp der Feder ist, folgt weiterhin
1 m
(5) WF = ETF 0)02A2 .
Dies ist die in der Bewegung der Feder gespeicherte Energie. Die an der Feder hangende Masse m
des Pendelkorpers trigt natiirlich mit ihrem vollen Wert may* 4%/2 zur Schwingungsenergie bei.

Die gesamte, im System gespeicherte Energie ist also in der Ndherung m >> my gegeben durch
© W, = %(m 4 %) oA

Diese Energie kann auch mithilfe der Federkonstanten D in der Form

(7 w. = %D A

dargestellt werden, so dass folgt

a)(sz/(m-i-%).

Mit @,= 27 /T wird dann

Also geht im Fall m >> mp (Federmasse klein gegen die Masse des Pendelkorpers) die Federmasse
mit einem Drittel ihres Wertes in die Schwingungsdauer ein:

©  (m), = %m (m>> mp).



1.2 Masse Pendelkdrper m << Federmasse mg

Im entgegengesetzten Fall m << my kann man davon ausgehen, dass der Grenzwert m = 0 zu
dhnlichen Ergebnissen fiihrt wie wenn sich m der Null ndhert. Wir betrachten m = 0, weil dieser Fall
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Abbildung 2 Frei herunterhdngende Schraubenfeder (Federkonstante D, Masse mg)
als langgestreckter elastischer Korper der Ladnge L. Stehende Longitudinalwellen

haben Wellenlangen A = 4L/n mit n = 1,3,5,...

,einfach” ist: Das Gewichtsstiick fehlt, die Schraubenfeder hdngt aufgrund ihres eigenen Gewichts
senkrecht nach unten. Wir fassen sie als langgestreckten elastischen Korper der Lange L auf, der
oben eingespannt (festes Ende) und unten beweglich (loses Ende) ist. In diesem elastischen Medium
bilden sich stehende Longitudinalwellen aus, das heil3t, Verdichtungen und Verdiinnungen der
Federwindungen. Am oberen, festen Ende befindet sich ein Schwingungsknoten, am unteren, losen
Ende ein Schwingungsbauch. Die Wellenldngen sind also gegeben durch

(10)  A(n) = 4—L, n =135,...
n

Wir nehmen an, dass wir nur die Grundschwingung mit #» = 1 anregen. Dann ist A = 4L und fiir die
Phasengeschwindigkeit ¢ der Welle folgt wegen ¢ = A-an/2%

(1) ¢ = 4.2

2
Die Phasengeschwindigkeit ist andererseits gegeben durch’
DI’
(12) ¢ = ,
mF

so dass folgt

2L D
—a, = L [—  oder
7 mp
7 | D
@ = — |]—.
2\ m,

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der allgemeinen Formel fiir die Eigenfrequenz einer
harmonischen Schwingung

o = D
’ (n/lF)eﬁr ’

wobei (mr)e; die effektive Masse der Feder ist, so folgt
4
(13) (mF)eﬁ = ?mF (m = 0).




Im Fall m =0 (und vermutlich auch fiir m << my) geht also die Federmasse mit dem Bruchteil 4/
=0,405... in die Schwingungsdauer ein.

2. Experiment
2.1 Fall m >> me (Masse Pendelkdrper >> Federmasse)

In Demonstrationsexperimenten oder bei den Versuchen der physikalischen Praktika an Schulen
und Hochschulen ist die Federmasse in der Regel klein gegeniiber der Masse des Pendelkorpers. Oft
wird sie sogar vernachléssigt. Ist sie nicht vernachldssigbar, ndhert man sie gerne als Konstante an —
das heift, als eine vom Verhéltnis mz/m unabhidngige GroBle. Im Experiment bestimmt man die (als
Konstante betrachtete) effektive Federmasse (mr).;, indem man die Schwingungsdauer 7 als
Funktion der Masse m des Pendelkdrpers misst und fiir m — 0 extrapoliert. So gehen wir auch hier
vor. In der Praxis extrapoliert man nicht 7, sondern das Quadrat 7° der Schwingungsdauer in
Richtung m = 0. Aus Gleichung (1) folgt

7* = 4TI U

D
14
(19 Arx®

47
= m + m
5 DfF

Das heiBt, die Messpunkte von 7° sollten, aufgetragen als Funktion von m, auf einer Geraden liegen
mit der Steigung 47”/D und dem Achsenabschnitt (47°/D)finr. Abbildung 3 zeigt das Ergebnis einer
solchen Messung an einer Stahlfeder mit D = 3,034 + 0,0292 N/m und mr = 15,45 £ 0,02 g. Der

Quotient aus Achsenabschnitt und Steigung ist die effektive Federmasse (mF).. Es ergibt sich
(mp)ey =6,43 £0,68 g (£ 10,6 %) oder f=0,416 £ 0,044. Da die Messpunkte dem durch
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Abbildung 3 Quadrat T? der Schwingungsdauer eines Federpendels als Funktion der
Masse m des Pendelkorpers. An die Messpunkte wurde eine Gerade nach der Methode
der kleinsten Quadrate angepasst. Aus Achsenabschnitt und Steigung der Gerade
ergibt sich nach Gleichung (14) eine effektive Federmasse (Mp)err = 6,43 g, Siehe
Text. Dem entspricht der Bruchteil ¥ = 0,416 £ 0,044, mit dem die Federmasse in
die Schwingungsdauer eingeht.



Gleichung (14) gegebenen Verlauf folgen, ist die Annahme einer konstanten effektiven Federmasse
gerechtfertigt. Vorsichtiger formuliert, ldsst sich eine Abhingigkeit der effektiven Federmasse vom
Quotienten mz/m nicht feststellen, sie geht in der Streuung der Messpunkte unter. Der aus den
Daten extrahierte Bruchteil / liegt zwar im Bereich der beiden theoretisch berechneten Werte 1/3
(0,333) bzw. 4/7° (0,405), kann aber wegen des Fehlers von ca. 10 % keinem der beiden Zahlen
zugeordnet werden — leider ein etwas diirftiges Ergebnis.

Lisst die Abhéngigkeit der effektiven Federmasse vom Quotienten mz/m wenigstens einen Trend
erkennen? Zum Schluss des Unterabschnitts gehen wir dieser Frage nach: Lost man Gleichung (14)
nach fauf, erhilt man

(15) [ = 13 AL —

4r°m, mg

Das heif3t, aus Messungen von 7'und m kann bei Kenntnis von D und m der Bruchteil f* berechnet
werden. Das Ergebnis solcher Messungen (und Rechnungen) ist in Abbildung 4 dargestellt. Dabei
wurden, wie oben, D = 3,034 £ 0,0292 N/m und mp = 15,45 g gesetzt. Die Abbildung zeigt
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Abbildung 4 Bruchteil f, mit dem die Federmasse mg In die Schwingungsdauer T
des Federpendels eingeht. Die absoluten Werte von f kdnnten mit einem
systematischen Fehler behaftet sein. Der generelle Trend ist aber erkennbar: f
wird mit steigendem Quotienten mg/m grofler.

tatsdchlich einen Trend, allerdings auch relativ gro3e Fehlerbalken. Grob gesprochen wird der
Bruchteil /' mit steigendem Quotienten mz/m groB3er. Das entspricht auch der Theorie, wonach fiir
mp/m — 0 der Bruchteil /' gegen den kleineren Wert 1/3 und fiir mg/m — oo gegen den grof3eren
Wert 4/n” geht. Die numerischen Werte von f'sind zwar nicht sehr aussagekriftig — sie hiangen nach
Gleichung (15) systematisch vom Zahlenwert von D ab. Trotzdem ist interessant, dass sie bei sehr
kleinem Quotienten mz/m den Wert 1/3 unterschreiten und bei sehr groBem Quotienten iiber die
Zahl 4/7* hinausgehen.



2.2 Fall m << me (Masse Pendelkdrper << Federmasse)

Wie im Abschnitt Theorie schon geschehen, soll auch experimentell nur den Grenzfall m =0
untersucht werden. Das Ziel ist, wie im Fall der vernachldssigbaren Federmasse, den in Gleichung
(14) definierten Faktor / zu bestimmen, jetzt also fiir eine Schraubenfeder ohne angehéngten
Pendelkdrper. Rodriguez und Gesnouin® haben dazu Messungen an verschiedenen Metall- und
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Abbildung 5 Anordnung der Schraubenfeder mit n aktiven Windungen, nach
Rodriguez und Gesnouin*. Siehe Text.

Plastikfedern ausgefiihrt und erhalten einen Faktor f von 0,42 bzw. 0,43. Thr Experiment ist originell
und zugleich einfach und soll hier wiederholt werden. Die Herausforderung des Experiments
besteht darin, verschieden lange Federabschnitte zu untersuchen ohne die Feder aufschneiden zu
miissen. Man erhélt diese Abschnitte, indem man die Windungen der Feder an der passenden Stelle
geringfiigig auseinanderzieht und dort iiber den waagerechten Arm eines Metallwinkels zieht. Der
Metallwinkel ist geeignet fixiert, beispielsweise mit Hilfe von Stativmaterial. Die unterhalb des
Metallwinkels herabhidngenden Federwindungen stellen den aktiven Teil der Feder dar, fiir ihn
werden Federkonstante und Schwingungsdauer gemessen. Die oberhalb des Metallwinkels
befindlichen Federwindungen liegen unbeweglich aufeinander, sind also inaktiv. Abbildung 5 zeigt
eine schematische Skizze der Anordnung, Abbildung 6 ein Foto des Metallwinkels mit dem oberen
Teil der Feder.

Abbildung 6 Halterung der (Plasik-)Schraubenfeder. Der unterhalb des
Metal lwinkels herabhangende Teil der Feder ist aktiv.

Zur Auswertung der Messungen gehen Rodriguez und Gesnouin aus von Gleichung (1) mit m = 0.
Federmasse und Federkonstante hiangen jetzt ab von der Anzahl n der aktiven Federwindungen. Sie
werden hier mit m(n) bzw. D(n) bezeichnet, so dass die Schwingungsdauer sich ergibt zu

_ fm(n)
(16) T(n) = 2« Din)

Fiir den Bruchteil f setzen die Autoren voraus, dass er unabhédngig von # ist. Die Masse m(n) des



aktiven Federabschnitts ldsst sich schreiben

m
17) m(n) = n—L4 .
(7)  m(n) N
Dabei ist my die gesamte Masse der Feder und N deren gesamte Windungszahl. Fiir die
Federkonstante D(n) des aktiven Federabschnitts wird die plausible Annahme gemacht, dass sie
umgekehrt proportional zur Windungszahl 7 ist. Das heif3t
(18) D(n) = < .
n

dabei ist C eine vom Experiment zu bestimmende Konstante. Setzt man (17) und (18) in (16) ein,
folgt

(19) T(n) =27 /%n = An .

Auch hier ist 4 eine experimentell zu bestimmende Konstante. Fiir f'ergibt sich schlielich

A’CN
20 = )
@0 f 47°m .

In den Messfehler von f* gehen damit im Wesentlichen die Fehler von 4 und C ein.

Und nun zu den eigenen Messungen. Sie wurden an nur einer Schraubenfeder ausgefiihrt, einer
Plastikfeder mit N = 180 Windungen und der Masse my = 54,182 g. Gemessen wurden, wie durch
Gleichungen (18) und (19) vorgegeben, die Federkonstante D (statische Messung) und die
Schwingungsdauer 7' (dynamische Messung), beide GroB3en als Funktion der aktiven Windungszahl
n. Zur Bestimmung der Konstanten C (Gleichung 18) wurde D als Funktion von 1/n aufgetragen.
Abbildung 7 zeigt, dass die Messpunkte, wie erwartet, auf einer Geraden durch den Nullpunkt
liegen. Eine Anpassung nach der Methode der kleinsten Quadrate liefert als Steigung
C=93,21+1,41 N/m.
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Abbildung 7 Federkonstante D(n) einer unbelasteten Schraubenfeder als Funktion
des Kehrwerts 1/n der Windungszahl. Die Steigung der (Nullpunkts-)Geraden ist C
(Gleichung 18).

Abbildung 8 zeigt das Ergebnis der Messung der Schwingungsdauer 7" zur Bestimmung der
Konstanten 4. Die Messpunkte wurden hier als Funktion von n aufgetragen. Sie liegen gemal3



Gleichung (19) auch in diesem Fall auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Die Anpassung ergibt
als Steigung 4 = 0,00717 £ 0,000032 s.
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Abbildung 8 Schwingungsdauer T(n) einer unbelasteten Schraubenfeder (keine
anhangende Pendelmasse) als Funktion der Windungszahl n. Die Steigung der
Geraden ist A (Gleichung 19).

Aus den Werten fiir 4, C und my folgt schlieBlich nach Gleichung (20) der Bruchteil /= 0,4032 £
0,0097, in guter Ubereinstimmung mit dem theoretischen Wert 4/z° = 0,4053. Rodriguez und
Gesnouin® erhielten die etwas groBeren Werte /= 0,42 und 0,43.

3. Fazit

Auch wenn mir der Uberblick iiber die einschligigen Arbeiten fehlt, ich komme zu dem Schluss:
Das Problem der effektiven Federmasse eines Federpendels ist weiterhin ungeklért. Aus den hier
beschriebenen Messungen geht jedenfalls hervor, dass f'auch Werte annehmen kann, die von den
vielfach genannten Zahlen 1/3 bzw. 4/z” abweichen.
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’  Die Phasengeschwindigkeit einer elastischen Longitudinalwelle in einem langgestreckten

Korper ist gegeben durch

E
c = |—,

U
wobei E der Elastizitdtsmodul und i die Massenbelegung bedeuten. Fiir eine Spiralfeder der Lénge
L, Querschnittfliche 4, Masse m und der Federkonstanten D ist E = DL/A und u= mp/AL. Daraus



folgt

,_ [pLaL _ oo
A4 m, mF.

siehe z. B. die Anleitung zum Versuch 3: Schwingungen und Wellen, Uni Regensburg,
www.physik.uni-regensburg.de/studium/praktika/al/download/versuch3.pdf
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