Helmholtz-Resonator

1. Prinzip des Resonators

Ein Helmholtz-Resonator besteht aus einem Hohlraum mit starren Wénden, der eine kleine Réhre als
Offnung besitzt. Das Volumen des Hohlraums sei V, die Rohre habe die L&nge L und die
Querschnittsflache A. Abbildung 1 zeigt eine Skizze mit den entsprechenden Bezeichnungen. Das
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Abbildung 1 Helmholtz-Resonator

System ist in der Lage, bei geeigneter Anregung Schall abzustrahlen. Wir interessieren uns daftr, von
welchen Eigenschaften des Resonators dessen (Resonanz-)Frequenz und Gutefaktor (Q-Wert)
abhangen. Dazu setzen wir voraus eine »diinne« und im Vergleich zu den Hohlraumabmessungen
»kurze« Offnung, deren Lange auBerdem »klein« ist gegeniiber der Wellenlange A des Schalls in Luft.
Das heil3t, es soll gelten
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Dabei ist c¢ die Schallgeschwindigkeit in Luft, ® = 2z f die Kreisfrequenz der Schallschwingung (f
die Ubliche Frequenz), p der Luftdruck, y = 1,4 der Adiabatenkoeffizient und o die Dichte der Luft.

Abbildung 2 Weinflasche und Geigenkorpus als Helmholtz-Resonatoren

Wir betrachten als Beispiele fir Helmholtz-Resonatoren zwei Objekte, an denen wir auch Messungen
vornehmen: Eine (Wein-)Flasche und den Korpus einer Geige (Abbildung 2). Das Anblasen von
Flaschen ist Folklore, man kann dabei aber auch Physik studieren®. Die Helmholtz-Resonanz der



Geige wurde von Coffey? ausfiihrlich untersucht. Vandegrift® beschreibt Experimente mit dem Ziel,
die Resonanz zum Gegenstand eines Praktikumsversuchs zu machen. Der vorliegende Artikel
berichtet Uber Experimente mit den genannten Versuchsobjekten, die auf Hobby-Niveau ausfuhrbar
sind.

2. Resonanzfrequenz

Schall entsteht, wenn Luft in Schwingung versetzt wird und die so erzeugten Dichteschwankungen
sich ausbreiten. In unserem Fall schwingt die Luft in der R6hre des Resonators. Man kann sie als
Masse auffassen, die an eine Feder gekoppelt ist. Als Feder wirkt die Luft im Hohlraum des
Resonators. Sie ist eine Art Polster, erzeugt bei Kompression einen Druck und bei Expansion einen
Sog, dem die Luft in der Roéhre ausgesetzt ist. Dadurch wird diese hin und her bewegt. Wir zeigen
weiter unten, dass die Rickstellkraft des Luftpolsters im Hohlraum proportional zur Auslenkung der
Luftmasse in der Réhre ist und unser System daher als harmonischer Oszillator betrachtet werden
kann. Diesem wird durch die ausgesandten Schallwellen und durch die Reibung der Luft an den
Wanden der Rohre fortwahrend Energie entzogen, er ist also das klassische Beispiel eines gedampften
harmonischen Oszillators. Wir berechnen zunéchst dessen Resonanzfrequenz. Im Fall schwacher
Déampfung ist sie ndherungsweise gegeben durch

(4) Wy = 7|~
m

Dabei ist m die Masse der Luft, die sich in der R6hre hin und her bewegt, und D die (noch zu
bestimmende) Federkonstante der Luft im Hohlraum. Die Luft in der R6hre wird als inkompressibel,
also als starrer Korper betrachtet. Daher gilt

5) m = pAL.

Im Gegensatz dazu wird die Luft im Hohlraum als kompressibel erachtet. Sie ist, wie gesagt, die Feder
in unserem Masse-Feder-Pendel. Ihre Federkonstante D ergibt sich aus folgender Uberlegung: Die
momentane Lage der Luftmasse m in der Rohre werde durch die Koordinate x beschrieben und die auf
sie wirkende Kraft als F = — DAx angenommen. Dabei ist Ax die Auslenkung der Luftmasse aus der
Ruhelage. Wahrend der Kompressionsphase beispielsweise werde das Volumen des Luftpolsters im
Hohlraum um AV = AAx verkleinert. Da die Kompression adiabatisch erfolgt, berechnet sich die daraus
folgende Druckerh6hung Ap nach dem Adiabatengesetz

(6) pV’” = const
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Diese Druckerhohung flhrt zu einer Kraft F = AAp auf die Luft in der Réhre, so dass — DAx = AAp
gesetzt wird. Daraus folgt als Federkonstante des Luftpolsters im Hohlraum
AAp AypAV Ay p AAX 7 pA?
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Die Resonanzfrequenz ist damit gegeben durch
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Etwas handlicher ist die Formel fur fy (fo = an/27)
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Dazu Zahlenbeispiele fur unsere Versuchsobjekte Weinflasche und Geige:

(1) Beim Anblasen einer Flasche wird die Luft im Flaschenhals in Schwingungen versetzt, die Luft im
Bauch der Flasche wirkt als Feder. Das Volumen des Weinflaschenbauchs schétzen wir zu V = 0,75
Liter, Lange und Querschnittsflache des Halses seien L = 7 cm bzw. A =2 cm?. Als
Schallgeschwindigkeit bei 20° C setzen wir an ¢ = 342 m/s. Das ergibt f, = 106 Hz, also einen Ton
etwas tiefer als das musikalische A (110 Hz, mittlere Bass-Saite auf der Gitarre).

(2) Der Korpus einer Geige macht die Vibration der gestrichenen oder gezupften Saite hérbar, indem
er in Resonanz zum Mitschwingen angeregt wird. Eine Geige besitzt viele Resonanzen, die mit der
tiefsten Frequenz ist eine Helmholtz-Resonanz. Sie wird in der Literatur mit »Ag« bezeichnet. Bei ihr
stellen die f-Locher die Rohre dar, in der sich die schwingende Luftsdule bildet, wahrend die Luft im
Innern des Geigenkorpus als Feder wirkt. Die Lange der Réhre (und damit die der schwingenden
Luftséule) sollte von der GroRenordnung der Dicke des Geigendeckels sein, also L ~ 5 mm.
Tatsachlich ist sie groRer, da an beiden Enden der Rohre die (von Pfeifen her bekannte) Endkorrektur
zu addieren ist. Der Einfachheit halber rechnen wir mit L = 1 cm. Die Querschnittsflache der beiden f-
Locher schatzen wir grob zu insgesamt 8 cm? (Lange eines f-Lochs ~ 8 cm, seine Breite ~ 0,5 cm). Das
Volumen des Geigenkorpus kann man zu V = 2400 cm®annehmen, und fiir die Schallgeschwindigkeit
setzen wir wie oben ¢ = 342 m/s. Damit wird fo = 317 Hz. Die Ao-Resonanz verstarkt im Ubringen die
Abstrahlung von Ténen in der N&he von musikalisch d; (294 Hz, leere D-Saite auf der Geige).

3. Q-Wert

Setzt man die Luftmasse m in der R6hre des Resonators einer periodischen Kraft F = Fy exp(iat) aus,
reagiert sie mit einer (erzwungenen) Schwingung gemaf

(11) mX + Rx + Dx = Fe'* .

Das ist die bekannte Bewegungsgleichung eines geddmpften harmonischen Oszillators: D ist die schon
erwéhnte Federkonstante und R die Dampfungskonstante, die den Energieverlust durch Abstrahlung
und Warmeerzeugung (durch Reibung an den Wanden der Rohre) beschreibt. Ohne auf die Theorie
weiter einzugehen, sei hier die Formel flr den Q-Wert (den Giitefaktor) des gedampften harmonischen
Oszillators® genannt. Sie lautet

_am D
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In dieser Formel sind e und m nach Gleichungen (9) bzw. (5) einzusetzen. Im Fall der
Dampfungskonstante R beschranken wir uns auf die Dampfung durch Abstrahlung. Sie ergibt sich aus
tiefgreifenden akustischen Uberlegungen® (Abstrahlung des Schalls aus der Offnung von Pfeifen) zu
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mitk = 2z /4 = ax/c (Wellenzahl der Schallwelle). Setzt man dieses R in Gleichung (12) ein, folgt
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Nochmals der Hinweis: Die Formel setzt voraus, dass die Dampfung des Resonators nur durch die



abgestrahlte Energie erfolgt. In der Regel ist diese Bedingung nicht erfullt, Verluste durch Reibung
sind oft nicht vernachlassigbar.

Auch hier Zahlenbeispiele fir unsere Versuchsobjekte Weinflasche und Geige:

(1) Mit den genannten Abmessungen der Weinflasche (V = 0,75 Liter, L = 8 cm und A = 2 cm?) erhélt
man nach Gleichung (13) die Gute Q = 1376. Der Wert ist ungewdhnlich grof3, die Messung (siehe
unten) ergibt eine wesentlich kleinere Zahl.

(2) Firr die Ao-Resonanz der Geige folgt aus V = 2400 cm®, L =1 cm und A = 8 cm? eine Giite Q =
13,6. Erstaunlicherweise ist das die Grélienordnung, in der sich auch die Messwerte bewegen (siehe
unten).

4. Messung von Resonanzfrequenz und Q-Wert

Resonanzfrequenz und Q-Wert bestimmt man in der Regel aus der Kurve, die den Energieinhalt des
Resonators als Funktion der Frequenz darstellt. Die Resonanzfrequenz ay ist die Stelle des Maximums
der Kurve. Der Q-Wert ergibt sich aus der Breite Aw der Kurve bei halber Hohe. In der N&herung
schwacher Dampfung ist Q = axy/Aw.

Hohe und Breite experimentell bestimmter Resonanzkurven sind erfahrungsgemal nicht unabhangig
vom Messverfahren. Im Prinzip beruhen alle Messverfahren darauf, den Resonator zu erzwungenen
Schwingungen anzuregen und diese Schwingungen zu analysieren. In der Akustik besteht die
Anregung darin, in irgendeiner Weise Schallwellen zu erzeugen. Schall hat den Nachteil, sich auch
dorthin auszubreiten, wo er unerwiinscht ist. Deshalb ist es meist schwierig, den Schwingungserreger
vom Resonator zu entkoppeln.

Bei der Weinflasche regen wir die Helmholtz-Schwingung, wie tblich, durch seitliches Anblasen der
Flaschenoffnung an. Luftwirbel, die sich von der Glaskante abldsen, fachen die Schwingung im
Flaschenhals an. Trotz ihrer unmittelbaren Néhe sind Erreger und Resonator hier offenbar nur lose
gekoppelt, sodass saubere Téne entstehen — zumindest dem Gehdr nach zu urteilen. Zur objektiven
Beurteilung wurde das Tongemisch der angeblasenen Flasche mit einem Mikrophon aufgenommen.
Dessen Signal wurde, wie Ublich, digitalisiert und mit Hilfe einer FFT-Software (»Spectrogram«) auf
dem Bildschirm eines Rechners® dargestellt. Abbildung 3 zeigt das so erhaltene Spektrum der oben
genannten 0,75-Liter-Weinflasche. Es enthalt mehrere Linien, am weitesten links die Linie der
Grundschwingung, weiter rechts die einiger Oberwellen. Die Frequenz der Grundschwingung ist die
hier interessierende Resonanzfrequenz. Sie betragt f, = 115 Hz, ist also nur wenig grolier als die
Abschéatzung 106 Hz nach Gleichung (10). Die Breite der Linie lasst sich grob zu 2,8 Hz abschatzen,
so dass der experimentelle Gutefaktor etwa Q = 41 betragt. Der Wert ist, wie erwartet, erheblich
Kleiner als die theoretische Abschatzung Q = 1376, die nur den Strahlungsverlust berticksichtigt. Das
heil3t, die Verluste durch Reibung Uberwiegen bei Weitem.

Im Fall der Ap-Resonanz der Geige messen wir die Resonanzkurve wie folgt: Ein Lautsprecher
beschallt eines der f-Locher der Geige mit einem Signal, das ein breites Spektrum von Frequenzen
enthalt, und zwar so, dass alle Frequenzen mit gleicher Intensitat vertreten sind (weil3es Rauschen).
Die Geige filtert aus diesem Signal diejenigen Frequenzen heraus, die sie zum Mitschwingen anregen
und strahlt sie wieder ab, andere Frequenzen werden unterdrtickt. Ein Mikrophon, das beispielsweise
uber dem anderen (zweiten) f-Loch angebracht ist, registriert dann ein Spektrum, das an den Stellen
der Resonanz erhohte Intensitat zeigt. Das vom Lautsprecher eingestrahlte Signal lasst sich allerdings
kaum vom Mikrophon fernhalten. Die Resonanzkurve erhebt sich daher im Spektrum Gber einem
relativ hohen Rauschpegel als Untergrund. Dass ihre Breite durch direkte Einstrahlung des
Lautsprechersignals beeinflusst wird, ist erfahrungsgeman nicht der Fall. Sie kdnnte jedoch durch die
Kopplung zwischen Erreger (Lautsprecher) und Resonator (Geigenkorpus) beeinflusst werden, deren
Starke nicht abschétzbar ist.



Abbildung 4 zeigt das Spektrum der so gemessenen Geigenresonanzen unterhalb 600 Hz. Der breite
Peak bei etwa 275 Hz entspricht der hier betrachteten Helmholtz- oder A,-Resonanz. Bei ihr stellen die
f-Locher der Geige die Rohre dar, in der sich eine schwingende Luftsdule bildet, wahrend die Luft im
Innern des Geigenkorpus als Feder wirkt. Aus insgesamt acht Messungen erhalte ich als
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Abbildung 3 Spektrum einer angeblasenen Weinflasche (oberer Linienzug) und Untergrund (unterer Linienzug). Das
Spektrum wurde Uber einige Millisekunden gemittelt, ist daher weniger verrauscht als der Untergrund. Die Linie bei 115
Hz entspricht der Grundschwingung, ihre Frequenz stimmt gréRenordnungsmafiig mit dem Wert nach Gleichung (10)
Uberein. Weitere Linien sind an den Stellen der Vielfachen von 115 Hz zu erkennen (Oberwellen). Die Breite der
Grundschwingungslinie lasst sich grob zu 2,8 Hz abschatzen, so dass der experimentelle Gutefaktor etwa Q = 41 betragt.
Der Wert ist, wie erwartet, erheblich kleiner als die theoretische Abschatzung Q = 1376, die nur den Strahlungsverlust
berucksichtigt. Das heil3t, die Verluste durch Reibung Uberwiegen bei Weitem.

Resonanzfrequenz des Ao-Peaks fiir meine Geige fo = 273 + 5 Hz. Die Abschatzung nach Gleichung
(10) ergab 317 Hz, die Zuordnung des Peaks zur Ap-Resonanz ist also nicht vollig aus der Luft(!)
gegriffen. Die Breite des Ap-Peaks ist etwa 23 Hz, so dass der Gitefaktor Q = 275/23 = 12 betréagt. Die
theoretische Rechnung (Abschéatzung) ergibt Q = 13,6. Diese Zahl ist von derselben GréRenordnung
und deutet an, dass die Strahlungsdampfung zumindest tiberwiegt. Das wird in der Literatur so nicht
bestatigt.
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Abbildung 4 Spektrum der Geigenresonanzen unterhalb 600 Hz. Das Spektrum (oberer Linienzug) wurde Uber einige
Millisekunden gemittelt, ist daher weniger verrauscht als der nicht gemittelte Untergrund (unterer Linienzug). Der breite
Peak bei etwa 275 Hz entspricht der hier betrachteten Helmholtz- oder AO-Resonanz. Bei ihr stellen die f-Locher der Geige
die Ro6hre dar, in der sich eine schwingende Luftsaule bildet, wahrend die Luft im Innern des Geigenkorpus als Feder wirkt.
Die Frequenz f = 275 Hz des Peaks stimmt mit der Abschatzung f = 317 Hz nach Gleichung (10) nicht Uberein: die



effektive Rohrlange der f-Locher ist offenbar nicht, wie angenommen, L = 1 cm. Die Breite des Peaks ist etwa 23 Hz, so
dass der Gutefaktor Q = 275/23 = 12 betragt. Die theoretische Rechnung (Abschatzung nach Gleichung 13) ergibt Q =
13,6, eine Zahl von derselben GréRenordnung. Bei etwa 475 Hz zeigt sich eine zweite Resonanz. In der Literatur wird sie
mit Al bezeichnet. Sie stellt zwar eine Schwingung von Luft dar, ist aber nicht vom Helmholtz-Typ. Bei ihr bildet die Luft
im Innern des Geigenkdrpers eine stehende Welle, und zwar in Langsrichtung der Geige.

Bei etwa 475 Hz zeigt sich eine zweite Resonanz. Sie entspricht einer Schwingung von Luft, ist aber
nicht vom Helmholtz-Typ. Bei ihr bildet die (gesamte) Luft im Innern des Geigenkdorpers eine
stehende Welle, und zwar in Léangsrichtung der Geige’. lhre Frequenz lasst sich mit Hilfe der
bekannten Formel

c
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abschatzen. Dabei ist L die Lange des Hohlraums, in dem sich die Stehende Welle bildet. Fir eine 14-
Zoll-Geige mit naherungsweise L = 35 cm erhalt man f = 342 ms™*/0,7 m = 488 Hz, also einen Wert
in der N&he der gemessenen Frequenz.

5. Bemerkung zum Schluss

Unterschiedliche Dinge wie Flaschenblasen und Geigenresonanz werden durch Physik miteinander
verbunden: Eine Querverbindung auf dem Niveau exakter Logik — das ist in gewisser Weise
erstaunlich. Querdenker bewegen sich offenbar auf einem anderen Niveau.
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" In der Literatur mit A; bezeichnet.



