Lorenz-Mie-Theorie

Die Lorenz-Mie-Theorie beschreibt die Streuung von Licht an Teilchen, deren GréRe in etwa
zwischen einem Zehntel und dem Zehnfachen der Lichtwellenlénge liegt. Sie bis in alle
Einzelheiten durchzurechnen ist mir zu mihsam. Ich beschranke mich darauf, die Herleitung der
sogenannten Mie-Koeffizienten nachzuvollziehen. Sie folgen aus den Randbedingungen an der
Grenzflache zwischen dem als kugelférmig angenommenen Teilchen und dem AuRenraum. Mit
Hilfe dieser Koeffizienten wird dann der Wirkungsquerschnitt fiir Streuung berechnet.

Eine ebene elektromagnetische Welle werde an einem kugelformigen Hindernis gestreut. Das
elektromagnetische Feld weit entfernt vom Streuzentrum ist dann die Uberlagerung des Feldes der
einlaufenden ebenen Welle mit dem der gestreuten Welle. Die gestreute Welle ist eine vom
Streuzentrum nach allen Raumrichtungen ausgehende Kugelwelle. Ihre Intensitét wird in einem
geeigneten Detektor nachgewiesen. Das Hindernis sei eine dielektrische, nicht magnetische Kugel
mit dem Radius R und dem Brechungsindex n. Sie befinde sich im Vakuum mit dem
Brechungsindex 1. Gesucht ist die Intensitat, die in einem kleinen, vom Streuzentrum ausgehenden
Raumwinkelelement nachgewiesen wird, beispielsweise als Funktion des Streuwinkels, und die
uber alle Raumrichtungen integrierte Intensitat (differenzieller bzw. totaler Wirkungsquerschnitt).
Die Bezeichnungen der physikalischen Gréf3en in den nachfolgenden Rechnungen sind weitgehend
identisch mit denen im Standardwerk Classical Electrodynamics von Jackson®. Jedoch benutzen
wir, abweichend von der dortigen Darstellung, als Einheitensystem das SI-System. Eine detaillierte
Darstellung der Lorenz-Mie-Streuung findet man beispielsweise in dem Vorlesungsskript
Electromagnetic Scattering | von K. Muinonen?.

Die Felder im AulRenraum der Kugel lassen sich als Summe aus einlaufender (Index inc) und
gestreuter Welle (Index sc) schreiben:

E(X) = Einc + Esc

(1) B(X) = Binc+ Bsc .

Dabei steht der Index inc fur die einlaufende (incident) ebene Welle und der Index sc fiir die
gestreute (scattered), also auslaufende Kugelwelle. Wegen der Kugelsymmetrie rechnen wir in
Kugelkoordinaten (r, 6, ¢), wobei r der Abstand vom Mittelpunkt des Streuzentrums ist. Mit 6 wird
der Polarwinkel, mit ¢ der Azimutwinkel bezeichnet. Einheitsvektoren sind durch ein Dach
(Zirkumflex) Gber der entsprechenden Koordinate gekennzeichnet.

Die einlaufende ebene Welle sei zirkular polarisiert und bewege sich z-Richtung. lhr
Wellenzahlvektor sei k = kz. Dabei ist, wie tblich, k = a/c, wobei mit @ die Kreisfrequenz der
Welle und mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet werden. Es gilt also

@ E,.(X)=(X*iy)E,e"
CBinc (X) = 2 x Einc .

Um von der Kugelsymmetrie Gebrauch zu machen, werden die Feldstarken nach Multipolen
(Partialwellen) entwickelt. Diese Entwicklung findet man beispielsweise dem schon erwéhnten
Skript von Muinonen? und in dem Lehrbuch von Jackson®

0

Ein (X) = E D ' JArz(2l + 1) {jl(kr)x,’il(e,qﬁ) + %v X j,(kr)X,,il(é’,(/ﬁ)}

3) - | .
cB,, (X) = EOZi "4 (2] + 1) [% Vx jkr)X, .. (0,¢) Fi j,(kr)X,’i1(9,¢)}
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Der Index | bezeichnet die Multipolordnung bzw. Nummer der Partialwelle. Die Funktionen X 41
sind spezielle Vektor-Kugelfunktionen. Im allgemeinen Fall kann der zweite Index von X (hier £1)
ganzzahlige Werte zwischen —I und +l annehmen. Man bezeichnet ihn in der Regel mit m und
definiert

@) X, (0.9) = ﬁ LY,.(0.9) .

Dabei ist L der aus der Wellenmechanik bekannte Drehimpulsoperator und die Funktionen

Yim (0, ¢) sind die im gleichen Kontext gehandelten Kugelflachenfunktionen. Naheres dazu in den
schon genannten Quellen*®. Dass in der Entwicklung der ebenen Welle nur die Wertem = + 1
auftreten, interpretiert man auch im Kontext der Wellenmechanik: Das Photon ist ein Spin-1-
Teichen, seine Drehimpulskomponente in Bewegungsrichtung kann nur die beiden Werte + 1
annehmen®,

Die gestreute Welle wird, wie die ebene Welle in (3), ebenfalls nach Multipolen entwickelt —
allerdings mit zwei Anderungen. Zunéchst werden die Radialfunktionen j, (kr) durch die
spharischen Hankelfunktionen h,® (kr) ersetzt. Die Funktionen h,® (kr) gehen fiir r — oo gegen
Null und garantieren, dass die tber alle Raumrichtungen integrierte Intensitat endlich bleibt.
Aullerdem werden die Summenterme in (3) mit Koeffizienten a; und b, versehen, die den Anteil
darstellen, mit dem die jeweilige Partialwelle zum Wirkungsquerschnitt beitragt*. Das fiihrt zu

£ = EXi'ar(2l + [a. WO, ,1(6.6) % 5BV hf”(kr)X.,H(e,szﬁ)}
(5) o .
B (X) = Z ' Az (2l + 1) [—a V x h(kr) X, . ,(6,4) F ibh®(kr)X, (6, ¢)}

Die Koeffizienten a; und b, ergeben sich aus den Randbedingungen an der Oberflache (r = R) der
dielektrischen Kugel. Sie fordern, dass die Tangentialkomponenten der Feldstarken dort stetig vom
Innen- in den AuRenraum ubergehen.

Die Feldstarken im Innern der Kugel (Index i) werden, wie die beiden bisher betrachteten Felder,
auch nach Multipolanteilen entwickelt. Flr das Innere der Kugel ist ein Ansatz mit j; (kr) als
Radialfunktionen sinnvoll. Denn die spharischen Besselfunktionen j, (kr) garantieren, dass die
Felder an der Stelle r = 0 nicht singuldr werden. Bezeichnet man die Entwicklungskoeffizienten
jetzt mit ¢, und d,, ergibt sich

E() = E3i'ar@ + 1) {c. W(KNX,..,(0.9) + 4,V x j.(nkr)X.,H(e,@}
(6) . .
$8,( = £,3i1'Var@ + ) [‘?'c Vo j (kN X, ., (0.6) 7 id j.(nkr)X.,ﬂ(e,qﬁ)}

Dabei wurde bertcksichtigt, dass die Lichtgeschwindigkeit im Inneren der Kugel um den Faktor 1/n
kleiner ist als im AulRenraum. Daher der Faktor n vor dem Betrag k des Wellenzahlvektors im
Argument der Besselfunktionen j; und der Faktor 1/n vor der Feldstarke B;.

Die Randbedingungen betreffen die Feldstarken E und H = B/up. Da die streuende Kugel als nicht
magnetisch angenommen wird, unterscheiden sich H und B nur durch die Konstante z. Wie schon
erwéhnt, missen die Tangentialkomponenten der Feldstarken an der Oberflache der Kugel (r = R)
stetig ineinander bergehen. Also gilt



, % [Epet+ Ex— E],r = 0
0 x[Hpe+ He—H],.s =0

inc

Setzt man die Terme fur die Feldstérken auf den rechten Seiten von (4) bis (6) ein, ergeben sich die
Kreuzprodukte

FxX, (0.4 und P [%v 9 j.(kr>><.,ﬂ<e,¢)}

Das zweite (Mehrfach-)Produkt l&sst sich mit Hilfe der Vektoranalysis vereinfachen:

1

W%[(kr) k) ]X, .,(6.9).

© x|V i0X,.,00)] - -

Diese Gleichung gilt auch im Fall der Funktionen h® (kr) . Wir schreiben fiir die Ableitungen kurz

(kr) ji(kr) ] = [(kr) ji(kn) T, (knh®(kr) ] = [k h®(kr) |

o(kr )[ o(kr )[

Die Kreuzprodukte von r mit den Feldstarken in (7) lassen sich somit in Komponenten der
orthogonalen Vektoren X, und  x X, zerlegen. Fur die Feldstarken der einlaufenden Welle ergibt
sich beispielsweise

xE. = E3iNARE D) {J’.(kr) X, 0.9)  Fx| LV J.(kr)X|,11(9,¢)ﬂ
- i 'Jaz (2l +1) {J.(kr) FxX ..(0.0) F r[(kr) j, (kr) ]'leil(9,¢)}

Fxc J47z(2| ) >< v %, (kr) X, .,(6, ¢)} i (kn) F x x,,ﬂ(e,qﬁ)}
2 \/4n(2| D) [‘—;[(kr) () [ X, (09) iy (k) T x X.,ilw,qﬁ)}

Die entsprechenden Gleichungen fur die gestreute Welle und die Welle im Innern der Kugel sind,
abgesehen von den Entwicklungskoeffizienten ay, by, ¢, und d;, von derselben Form. Der Ansatz fr
die gestreute Welle ist

PxE, =E Z' JAr (@2l + 1) {al hO(kr) P x X, .,(0,4) + b x EV x h,(l’(kr)XHl(H,gé)ﬂ

0

- Z ' JAx(2l + 1) alh,(l’(kr)fxx,'il(9,¢)¢b, %[(kr)hf”(kr)]’X|]i1(9,¢)}

r xcB,,

Z ' JAr(2l +1) | aF x [‘?iv x h|<1>(kr)x|,il(9,¢)} Fib h®(kr) F x X.,i1(9,¢)}

i'Jar(2l +1) | a, ;—rl[(kr) h® (kr) ]' L21(0,8) FibhO(kr) Fx X, (6, ¢)}
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und fur die Welle im Innern der Kugel schreiben wir

Jar(2l +1 {cl Ji(nkr) ¥ x X, ,,(0,¢) £ d,T x [%V X jl(nkr)X,'+1(9,¢)ﬂ

FxE = Eogi' )
= ETVERE D) | (k) Fx X, (00) %, [0k k) X, (6.9))
P x B, = Eolii ' Jaz(2l + 1) _nc,f « L]_—iv y j,(nkr)X,’+l(0,¢)} T ind, j (nkr) F x x,,+1(9,¢)}
_ Eoﬁ;i @ T D) | ng n_—kir[(nkr) i (0kr) | X, .4(6,4) F ind, j(nkr) F X|’i1(9,¢)}

Zu beachten ist, dass auf der rechten Seite der Gleichung fiir 7 x c¢B, der Brechungsindex n
erscheint (beide Seiten der Gleichung (6) fiir B mit n multipliziert). Die Randbedingungen (7)

lauten damit
[§i(kR) + & hP(kR) — ¢, j(nkR) |(F x X, .,)

®) 1 i ' 1 1 . '
iﬁ[[(kR) R -+ B [ (RN (R) | - < d [(0kR) i (nkR)] } X, . =0

fur die elektrische Feldstarke und

{[(kR) i kR)] + & [ (KRR (kR) | = 6, [(nkR) j, (nkR)] }x

—i
(10) kR
F i ji(kR) + by K (kR) — nd, ji(nkR) |(F xX, ,,) =0
fur die Feldstarke H. Wegen der Orthogonalitét der Vektoren X, ,,und ¥ x X, ,, miissen die
Randbedingungen fiir jede Komponente getrennt erfullt sein. Das fuhrt zu dem Gleichungssystem

& h|(l)(kR) - ¢ ji(nkR) = — ji(kR)
b [(RINY (R = = d,[(kR) |, (kR)] = — [(kR) j (kR)]
(11) n .
a[(KR)IKO(KR)] — ¢ [(nkR) ji(nkR)] = - [(kR) j,(kR)]
= - j|(kR)

b h®(kR) — nd, j,(nkR)
In den Wirkungsquerschnitt fur Streuung (und Absorption) gehen nur die Koeffizienten a; und b,
ein. Deren L8sungen® sind
o~ OKR)[KR) (KR — J(KR)[(MKR) ; (nkR)]
12 h® (KR)[(nkR) j,(NkR)] — j(nkR)[(kR) j, (kR)]
b = MROKR)KR) i (R)] — R(KR)[(NKR) j,(nkR)]
C ROKR)[(KR) j(nkR)] = n2j, (nkR)[(kR)  (kR)]

Die Formeln fiir den totalen und differenziellen Streuquerschnitt (o, bzw. do,, /dQ) entnehmen



wir, wie anfangs angedeutet, der Literatur®:

13) o, = i—’ji(m 1) ([af + bf)

und

(14) % = %Usl(e)F + |sz(e)ﬂ

mit
5,(60) = 2(—1)'“@': i){al P'ls(i“:;@) v blf—eﬂl(cose)}
5,0) = (-0 IZII i){al(f_gﬂl(cose) L b %}

Dabei sind die Funktionen P\* die zugeordneten Legendre-Polynome P;™ mit m = 1. Eine Ubersicht
findet man beispielsweise bei Abramowitz und Stegun’. Da die Mie-Koeffizienten a, und b; und
damit auch die Amplituden S; und S, komplexe Zahlen sind, sind deren Betragsquadrate gleich
dem Produkt der entsprechenden GroRe mit ihrem konjugiert Komplexen.

Ein Maple-Skript, das die beiden Wirkungsquerschnitte berechnet, ist im Anhang aufgelistet.
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Anhang

[> restart:
[Mie—Streuung, Differenzieller Wirkungsquerschnitt

[> with(LinearAlgebra): with(plots):
;> Digits := 20:

Spharische Bessel- und Hankelfunktionen

> J = (n, x) -> sqgqrt(Pi/ (2*x)) * BesselJ(n + 1/2, x):
> hl := (n, x) -> sgrt(Pi/ (2*x)) * HankelHl(n + 1/2, x):

Riccati-Bessel Funktionen und Ableitungen

[> psi := (1, s) -=> s * j(1, s):

:> xi := (1, s) -=> s * hl(l, s):

[> psiD := (1, s) -> (1 + 1)*j(1, s) - s*j(1 + 1, s):
[> xiD  := (1, s) -> (1 + 1)*h1(l, s) - s*hl(l + 1, s):

Funktionen pi- und tau in Streuamplitude

:> _EnvLegendreCut := 1..infinity:
| > pi := (1, x) -> evalf(LegendreP(1l,1,x)/sqgrt(l - x*2)):
> tau := (1, x) -> evalf(-sqrt(l1-x*2)*(l*x*LegendreP (1,1, x) -

(1+1) *LegendreP (1-1,1, x))/(x*2-1)):
Berechnung der Streuamplituden (Prozeduren)

> amplS1l := proc(theta)
local 1, ampl;
ampl := 0;
for 1 from 1 to lmax do
ampl := ampl + evalc((2*1+1)/(1*(1+1))*(a[l]*pi(1l,cos
(theta)) + b[l]*tau(l,cos(theta)))):
end do:
end proc:
> amplS2 := proc(theta)
local 1, ampl;
ampl := 0;
for 1 from 1 to lmax do
ampl := ampl + evalc((2*1+1)/(1*(1+1))*(b[1l]*pi(1l,cos
(theta)) + a[l]l*tau(l,cos(theta)))):
end do:
end proc:

Berechnung der Mie-Koeffizienten a(l,x) und b(l,x) fuer (diskrete) Werte von x.
| und des totalen Wirkungsquerschnitts. Darstellung als Funktion von x = kR.

> NR:= 1.33: # Brechungsindex fuer Wasser
Imax := 100: Lx := []: LsigmaTot := []:
N := 400: x := 0:
for n from 1 to N do
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x :=x + 1/8:
for 1 from 1 to lmax do
af[l, x] := evalf((psi(l,x)*psiD(1,NR*x)-NR*psi (1,NR*x)
*psiD(1l,x))/(xi(1l,x) *psiD(1,NR*x) -NR*psi (1,NR*x) *
xiD(1,x))):
b[l, x] := evalf((psi(l,x)*NR*psiD (1l,NR*x)-psi (1,NR*x)
*psiD(1,x))/(xi(1l,x)*NR*psiD (1,NR*x)-psi (1,NR*x) *
xiD(1,x))):

end do:

Lx := [op(Lx),evalf(x)];

sigmaTot := (2/x*2)*sum((2*m + 1) *((abs(a[m,x]))"*2 + (
(abs(b[m,x]))”*2)), m = 1..1lmax):

LsigmaTot := [op(LsigmaTot), sigmaTot]:
end do:
plot( Lx, LsigmaTot, 1..nops(Lx), axes = boxed,
labeldirections = ["horizontal", "vertical"], labelfont =

["Verdana", 14], labels = [kR, sigma/ (Pi*R"2)]);
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Berechnung der Mie-Koeffizienten a(l) und b(l) fuer kR (vorgegeben)
und des differentiellen Wirkungsquerschnitts fuer kR = 10

[5 kR := 10: # TropfengroBe etwa 0,8 mikrometer



lmax := 18:
for 1 from 0 to lmax do
a[l] := simplify(evalc((psi(1l,kR)*psiD(1l,NR*kR)-NR*psi (1,
NR*kR) *psiD (1,kR) )/
(xi(1,kR) *psiD(1,NR*kR) -NR*psi (1,
NR*kR) *xiD(1,kR)))) :
b[1l] := simplify(evalc((psi(l,kR)*NR*psiD(1,NR*kR)-psi(1,
NR*kR) *psiD (1,kR) )/
(xi(1,kR) *NR*psiD (1,NR*kR) -psi (1,
NR*kR) *xiD(1,kR)))) :
# Mie-Koeffizienten zur Kontrolle
# printf ("%4d %6.4zZf %$6.4Zf\n", 1, a[l], b[1l]):
end do:

Berechnung des differenziellen Wirkungsquerschnitts

> DsigmaDomega := theta -> (1/2)*((abs(amplSl (theta*Pi/180)))

| *2 + (abs(amplS2(theta*Pi/180)))*2):

> logplot (DsigmaDomega (theta) , theta = 0.01..180, view = [O.
.180, 1..10000]);
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